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V této zaveérecné kapitole se vratime k celo-
¢iselnému a smiSenému celociselnému pro-
gramovani (ILP/MILP), které¢ jsme diive
stru¢né motivovali. Nejprve kratce zopaku-
jeme, co pfesné znamend pridat celo¢iselné
podminky a jakou roli hraje LP-relaxace.
Kapitola je déale vénovana dvéma metodam
pouzivanym pii feSeni tloh celoc¢iselného
programovani: metodé vétvi a mezi (branch
and bound) a metodé Gomoryho Fezii. Obé
metody stavi na LP-relaxaci, kazdé vsak ji-
nym zpusobem.
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1 Kratké zopakovani pojmi ILP/MILP

V uvodni kapitole jsme zavedli celo¢iselny linearni program (ILP) a smiSeny celo¢iselny
linearni program (MILP) jako linearni programy s dodateénymi celo¢iselnymi podminkami
na vybrané proménné. Zde pripomeneme jen nékolik klicovych pozorovani, ktera budou
dilezita pro ucel této kapitoly:

e V cistém ILP pozadujeme x € Z"™ (typicky navic nezaporné), v smiSeném piipadé
délime proménné na celo¢iselné y a realné z.

e [P-relaxace vznikne prostou zdménou podminek celo¢iselnosti za x € R”. Optimum
této relaxace dava horni/dolni odhad na optimum puavodni celo¢iselné ulohy (viz
integrality gap v uvodu).

e Pripustnd mnozina ILP je obecné diskrétni a nekonvexni (mmnoZina bodu v Z").
Pomoci LP-relaxace dostaneme nam dobfe znamy konvexni mnohostén.

Geometricky tedy mame néasledujici situaci: uvniti konvexniho mnohosténu Pp (pii-
pustnd mnozina LP-relaxace) lezi fid¢eji rozmisténé celo¢iselné body. Reseni LP-relaxace
1ze ziskat pomérné snadno pomoci obecnych technik probranych v predchozich kapitolach.

N\

Obrazek 11.1: Schématické porovnani piipustné mnoZiny relaxované tulohy LP (Sedy
konvexni mnohothelnik) a celo¢iselné tlohy LP (Eerné body uvnit¥ mnohotihelniku odpo-
vidajici celo¢iselnym FeSenim).

Cilem metod feseni ILP/MILP je vyuzit ,levné* feseni ziskané LP-relaxaci a postupné
ho systematicky zpresnovat idedlné smérem k celoc¢iselnému optimu, nebo prokazat, ze
zadny vyhovujici neexistuje.

2 LP-relaxace, vétveni a rezy: obecné schéma

Vétsina znamych metod pro obecné ILP/MILP stoji na dvou krocich:
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1. Uvolnéni problému: puvodni (diskrétni) ulohu nahradime LP-relaxaci, kterou
umime Fesit efektivné a kterd poskytne odhad na optimum.

2. Zpresnéni: pokud feSeni relaxace neni celo¢iselné, tilohu vhodné zpiisnime — bud
lokdlné (vétvime) nebo globdlné (piidame fez).

Obecné schéma metody pro ILP

Mé¢jme maximaliza¢ni ILP
max{c'x | x € PNZ"},
kde P C R" je mnohostén zadany linedrnimi omezenimi. Metoda typicky udrzuje:

e relazovany mnohostén PW) | ktery obsahuje vSechna celo¢iselna FeSeni pii-
slusného (pod)problému (v piipadé vétveni jde o relaxaci konkrétniho uzlu
stromu), tj. P® D (P NZ" N (vétvicl omezent)).

e nejlepsi dosud nalezené celoéiselné fegeni xP*t (nebo informaci, 7e zatim zadné
nezname).

V k-tém kroku:
1. fedi LP nad P® a ziska optimum x*) a horni odhad zﬂ;?,
2. podle typu metody:

e bud rozdéli problém na podproblémy s doplnénymi celo¢iselnymi ome-
zenimi (vétveni),

e nebo piida do P*) nové nerovnosti (fezy), které odiiznou x*), ale za-
chovaji v8echna celociselné reseni.

Pokud je LP-odhad pro danou vétev jiz horsi nez znamé celociselné reseni, muze
byt vétev bezpecné zahozena; pokud zadné vétev nezbyde, mame globalné optimalni
celociselné Teseni.

V nésledujicich dvou sekcich popiseme dvé zakladni realizace tohoto schématu: metoda
vétvi a mezi, ktera pracuje s podproblémy v stromové struktuie, a Gomoryho tezy, které
postupné zpreshuji vychozi mnohostén vznikly LP-relaxaci pomoci,odfezavani jeho ¢asti.

3 Metoda vétvi a mezi

3.1 Zakladni myslenka

Na prvni pohled by se nabizelo vSechny kombinace celo¢iselnych hodnot prosté vyzkouset.
Takovy hruby pristup by vSak velmi rychle explodoval (pro binarni vektor délky n je
moznosti 2"). Metoda vétvi a mezi (znama také jako branch and bound) nahrazuje naivni
uplny prichod chytiejsim stromovym prohledavanim, které vyuziva LP-relaxaci k tomu,
aby Tfadu vétvi viibec nemuselo prozkoumat.
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Kazdy uzel stromu odpovida ILP /MILP tloze s dodateé¢nymi omezenimi (typicky typu
z; < knebo z; > k+1). V uzlu spo¢itdime LP-relaxaci a dostaneme jednu z nasledujicich
situact:

a) Relaxace LP je nepfipustna = dany uzel (a celd vétev) nemize obsahovat celo¢iselné
reSeni.

b) Relaxace LP ma optimum, ale optimalni hodnota je horsi nez pro nejlepsi znamé
celociselné feseni = vétev se nevyplati dal zkoumat (odfizneme ji).

c) Relaxace LP ma celo¢iselné optiméalni feseni = ziskdvame nové pripustné reseni ILP
a pripadné aktualizujeme nejlepsi znamé feseni.

d) Relaxace LP ma optimum s necelo¢iselnymi proménnymi = vétvime se (pridame
celo¢iselné omezeni a dostaneme dva potomky).

3.2 Schematicky algoritmus

Pro jednoduchost uvazujme maximalizacni tlohu. Necht 2y, je hodnota nejlepsiho dosud
nalezeného celociselného feseni (pocatetné —oo).

Metoda vétvi a mezi — zakladni schéma

1. Zaloz kotenovy uzel s puvodni ILP/MILP tlohou (bez dodatecénych vétvicich
omezeny).

2. Dokud existuji nevyftesené uzly:

i) Vyber uzel (pomoci néjakého pravidla) a spocitej LP-relaxaci.

ii) Je-li relaxace LP nepfipustna, uzel zahodime.

iii) Je-li zLp < Zpest, uzel zahodime (nemiuze obsahovat lepsi feSeni).

iv) Je-li LP optimum celoc¢iselné a hodnota zpp je lepsi nez zyes, aktualizu-

jeme nejlepsi feseni a uzel uzavieme.

v) Jinak zvolime nékterou neceloéiselnou proménnou z; a vytvoiime dva
potomky s doplnénymi omezenimi, napf.

z; < |24], z; > [14],

kde Z; je hodnota proménné x; v optimu LP-relaxace. Uzly zafadime k
dalsimu zpracovani.

3. Jakmile nejsou k dispozici dalsi uzly, zpest je optiméalni hodnota a odpovidajici
xPest je optimalni celoéiselné Feseni (pokud néjaké existuje).
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Poznamka 11.1: Vybér uzlu a proménné

V praxi existuje cela fada heuristik, jak vybirat uzel (hledéani do hloubky, do sitky,
sbest-bound®, atd.) i vétvici proménnou. Volba téchto pravidel muze dramaticky
ovlivnit velikost prohledavaného stromu, presto vSak neméni korektnost metody:

vSechny uzly se bud navstivi, nebo se jejich podstrom spravné ofizne pomoci odhadi
z LP.

3.3 Jednoduchy ilustrativni priklad

Priklad 11.2: Metoda vétvi a mezi ve dvou proménnych

Uvazujme tlohu
max 3x; + 229
pri 4z, +2x, <9,
21 +4x9 <9,

T1,To € ZZO'

LP-relaxace (s x1, 23 > 0 redlnymi) ma optimum v pruseciku
41 4 229 =9, 201 +4x9 =9,
tedy v bodé
(1,8 = (33), ar=3-3+2-§=8-75
Tento bod neni celo¢iselny, proto vétvime napiiklad podle z;:

$1§1 a 513122

P1i volbé uzli napf. strategii best-bound dostaneme nasledujici (schematicky) pri-
béh:

e V uzlu z; > 2 vyjde LP optimum (2, %) s odhadem z;p = 7, vétvime tedy
podle xo na xs < 0axzy > 1. Uzel x5 > 1 je nepfipustny (protoZe z 41 +21x, <
9ax; > 2 plyne 25 < %) V uzlu 2, < 0 dostaneme LP optimum (%,O) S
odhadem z1p = 2{ = 6,75 a vétvime podle x,. Z vétve x; < 2 dostaneme

celociselné feseni (2,0) s hodnotou zpes; = 6.

e Vuzluz; < 1 vyjde LP optimum (1, I) s odhadem zp = £ = 6,5, a tedy jeste

nelze uzel odiiznout (protoze 6,5 > 6). Vétvime podle x5 na xo < 1 a x5 > 2.
Uzel z9 < 1 da celoéiselné optimum (1, 1) s hodnotou 5 (incumbent nezlepsi),
a uzel xo9 > 2 ma horni odhad zrp = 1? = 5,5 < 6, takze jej odiizneme podle
odhadu.

—
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zp =175
x1 <1 x; =2
£=(1,7) £=(2,3)
zp = 6,5 e =17
N W
x <1 X222 x <0
£=(1,1) = (4.2 %= (2.0 x>l
= zLp = 5,5 zLp = 6,75
uzavieno ()df‘l’zrlutfglgz/\IZ?) nepiipustné
X1 <2
£ =(2,0) x1 =3
z2=06
uzavieno nepiipustné

Vysledkem je globalni optimum

2*=6 vbodé (x1,72)=(2,0).

4 Gomoryho Tezy

4.1 Zakladni myslenka

V metodach vyuzivajicich rovin jako fezu (v literatufe cutting-plane methods) pracujeme s
jedinou ,globalni‘ LP-relaxaci, kterou postupné zpiisiujeme pridavanim dal$ich omezeni.
Zaciname z relaxace pivodni celoc¢iselné ulohy a v kazdém kroku hledame nerovnost, ktera

e je platnd pro vSechna celociselné feSeni (tj. nevytazuje zadny bod z P N Z"),

e ale je porusena optiméalnim FeSenim aktuéalni LP-relaxace.

Takova nerovnost se nazyva 7ez (cut), protoze ,odiizne’ aktualni optimum, ale zachova
vSechny celociselné pripustné body. Po pridani fezu tlohu znovu fesime jako relaxovanou
tlohu LP (napiiklad simplexovou metodou) a proces opakujeme, dokud nedostaneme
celo¢iselné optimum. V praxi se muze stat, ze pridavani fezli za¢ne byt numericky pro-
blematické (degenerace, Spatnd podminénost, kumulace omezeni apod.), proto moderni
reSice Tezy obvykle kombinuji s jiz zminénym vétvenim.

Existuje mnoho typu fezi (Chvatal-Gomory, pokryvaci fezy, subtour-elimina¢ni fezy
pro TSP, ...). Zde se omezime na klasické Gomoryho Fezy pro ILP. Pro MILP se pouzivaji
jejich zobecnéni (zejména Gomoryho smiSené celo¢iselné rezy, GMI), to je vSak nad ramec
tohoto textu.
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4.2 Gomoryho ez

Uvazujme celoé¢iselny program v rovnicovém tvaru

max CTX

pri Ax =D,
x>0, x €Z".

Poznamka 11.3: Racionalita dat

Konstrukce Gomoryho tezi je zaloZzena na rozkladu ¢isel na celoc¢iselnou a nece-
lo¢iselnou ¢ast. Formélné proto predpokladame, ze data tlohy jsou racionélni, coz
zarucuje racionalitu vSech koeficientii simplexové tabulky.

Po vyteseni LP-relaxace mame simplexovou tabulku odpovidajici optimalnimu feSeni
ve tvaru
_ _ T
Xp =P + @xn, Z =z +r Xp,

tj. po slozkich (pro B={j1 < - <jmpa N={l; <+ <ly_mn})

n—m
T4, =Dpi + E Qik Ty, -
k=1

Bazické pripustné feseni odpovidajici této tabulce je dano volbou xy = 0, tedy xp = p.
Predpokladejme, Ze pro néktery fadek ¢ je p; ¢ Z. Ozna¢me necelou ¢ast jako {t} =
t—[t] €]0,1). Polozme

fi = {pl} € (07 1)7 flk = {_Qik} € [07 1)'

Potom plati, Ze nerovnost

i
E

Jic o, = fi
1
je platna pro vSechna celo¢iselné FeSeni a soucasné frakéni bézické optimum ji porusuje
(protoze v ném je xy = 0, takZe leva strana je 0 < f;). Pravé touto nerovnosti definujeme
Gomoryho ez, jak je shrnuto v nésledujici definici.

b
Il

Definice 11.4: Gomoryho fez

Necht v simplexové tabulce odpovidajici optiméalnimu feSeni s bazi B = {j; < --- <
Jm} & jejim doplikem N = {¢; < --- < {,,_,,} existuje fadek s indexem i, tak ze

n—m
Tj; = pi + Z Qik Ty, pi & Z.
k=1

Oznacme f; = {p;} a fir = {—qu}. Potom nerovnost

S
3

fikxe, > fi
1

i

nazyvame Gomoryho Tez.
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Poznamka 11.5: Rezy vs. vétve
Gomoryho Fezy a metodu vétvi a mezi lze chapat jako dvé komplementérni strategie:

e metoda vétvi a mezi déli prostor FeSeni na mnoho podproblému (vétvi), které
se protezavaji pomoci LP-odhadii,

e fezové metody ponechavaji jediny globalni mnohostén a zpiresiuji jej pridava-
nim platnych nerovnosti.

Moderni fesice obvykle kombinuji obé myslenky: nejprve pomoci fezii vyrazné
zpresni kofenovou relaxaci a poté v takto posilené relaxaci spousti metodu vétvi
a mezi. Tato kombinace se nazyva branch and cut.

4.3 Schematicky algoritmus

Opét pro jednoduchost uvazujme maximaliza¢ni tlohu ILP v rovnicovém tvaru a jeji
LP-relaxaci. Metoda fezit udrzuje posloupnost relaxaci P*) tak, aby vizdy platilo

P® > pnzr,

tj. zadny Tez nikdy nevytadi celoc¢iselné fesenti.

Gomoryho fezovia metoda — zakladni schéma

1. Poloz k < 0 a P « P p (pocateéni LP-relaxace).
2. Opakuj:
i) Vyfes LP nad P%® simplexovou metodou a ziskej simplexovou tabulku
odpovidajici optimélnimu feseni ve tvaru
X =p + Qxy, 2 =29 +T Xy.
ii) Je-li LP nepfipustné, pak (protoze vSechny pridané fezy jsou platné)
neexistuje ani celo¢iselné reseni. Konec.

iii) V bazickém pripustném feseni odpovidajicim tabulce je xy = 0, tedy
Xp = p. Je-li p € Z™, mame celociselné optimum. Konec.

iv) Jinak vyber fadek i s necelo¢iselnym p; a sestroj Gomoryho tez (viz
Definice 11.4) z tohoto Fadku.

v) Piidej fez do relaxace: P*+Y < P®) 0 fnovy fez}, poloz k «+ k+ 1 a
pokracuj.
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4.4 Ilustrativni priklad Gomoryho fezi

Priklad 11.6: Dvé iterace Gomoryho ezt
Uvazujme cisty celo¢iselny linearni program

max 2 =i+ T9,
pri 2z, + xo < 4,
x1 + 279 < 4,

X1, To € ZZO-
Po zavedeni slack proménnych s;, so > 0 dostaneme rovnicovy tvar

2x1 + 23 + 51 =4, 1+ 229 + 59 = 4.

LP-relaxace. Reseni LP-relaxace ma optimum v pruseciku obou omezeni,
SoA Y (44 _ 8
(I1,$2) = (g, g) ) ZLP = 3,

které neni celociselné.
Jedna optimélni simplexova tabulka (s bazi B = {z1,22} a nebazi N = {s1,s5})
ma tvar

4 2 1

271—3—581"‘5827
4 1 2

T2 =3t 351 — 352,
8 _ 1., _1

z =73 — 351 — 352

Bazické pripustné feseni odpovidé volbé s; = so = 0.

Prvni Gomoryho rez. Zvolime fadek pro proménnou z;, kde
plz‘g‘, flz{lh}:%-
Koeficienty u nebézickych proménnych jsou
Q1,57 = —§, Q1,50 = %7

tedy

wWIro

—q1s, = 3, —(1,s, = 3

proto

wirN

f1,81 = {_q1781} = %a f1752 = {_(]1,52} = _% - (_1) =

Gomoryho ez ma pak tvar

2 2
S8 8 = o

W=

neboli po vynésobeni tfemi
281 ol 282 2 1.

Po dosazeni s; =4 — 221 — x5 a 89 = 4 — 11 — 225 dostévame ekvivalentni omezeni

2£L‘1 + 2I2 S 5.

=~
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Druha iterace. Po pridani fezu a opétovném vyfeSeni LP-relaxace vyjde nové
optimum

(9617332) = (17 5); ZLp = 5
2 2

Jedna odpovidajici optimélni simplexova tabulka (napt. s bazi B = {x1, 22,51} a
nebazi N = {ss, s3}, kde s3 je slack nového fezu) méa tvar
1 =1+ 89 — s3,
Ty =3 — s34+ 353,
51—%—82+%Sg,
=}

7 tadku pro proménnou zs mame

— _ 1
q2,82 - _]-7 Q2,33 - 57

tedy
oo = {~2s} =0, fru ={~G2s} = 3.

Gomoryho fez ma tvar

DO [

s> 1, tj. s3> 1.

Protoze s3 = 5 — 2x1 — 2z, dostavame nové omezeni

$1+£L'2§2.

Po pridani tohoto fezu je LP optimum dosazeno v celoc¢iselném bodé

(1, 22) = (2,0) nebo (0,2), 2 =2

Y

a metoda Gomoryho fezii konéi s celoc¢iselnym optimélnim feSenim.
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