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V této kapitole se omezime na specidlni,
ale velmi dilezitou tfidu tzv. dvouhraco-
vych her: hry s nulovgm souctem, které lze
zapsat pomoci jediné realné matice. Uka-
zeme, ze hledani jejich optimélnich smise-
nych strategii 1ze prevést na feSeni dvojice
navzajem duélnich linearnich programi. To
poskytuje jak efektivni algoritmus, tak i
velmi ¢isté propojeni teorie her a teorie li-
nearniho programovéani.
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1 Maticova hra s nulovym souctem

V této kapitole chceme ukazat, jak se linedrni programovani prirozené objevuje v jedno-
duchém modelu strategické interakce dvou hraci. Predstavme si situaci typu ,,ja proti
tobé&“: dva hraci si soucasné zvoli néjakou akci a podle kombinace téchto akei jeden ziska
urc¢ity pocet bodu (nebo napf. penéz, interpretace je na nas) a druhy ptesné o stejny pocet
prijde.

e Pokud zname vSechny mozné akce obou hracu a pro kazdou dvojici akci umime fict,
kdo kolik ,vyhraje nebo ,prohraje, mluvime o hie v normdlni (strategické) formeé.

e Pokud navic plati, Ze zisk jednoho je presné ztrata druhého, jde o hru s nulovim
souctem.

e Kdyz jsou obé mnoziny akci kone¢né, miizeme celou hru zapsat jednou matici, proto
casto rikdAme maticovd hra.

Na nésledujicim piikladu naznac¢ime, co si pod maticovou hrou s nulovym souctem lze
predstavit.

Priklad 10.1: PaSerdk a celni kontrola

Paserak se snazi prevézt nelegalni zbozi z Rakouska do CR. M4 na vybér dvé trasy:
e Trasa 1 — vedlejsi silnice pres méalo frekventovany prechod,
e Trasa 2 — dalnice, kde by v piipadé tspéchu mohl prevézt mnohem vice zbozi.

Celni sprava ma jen jednu mobilni hlidku, kterou kazdy den posle bud na vedlejsi
silnici, nebo na dalnici. Hlidka nevi, kterou trasu si paSerak ten den zvoli, a paserdk
nevi, kde presné bude hlidka. Rozhoduji se tedy soubézné, bez znalosti taht toho
druhého.

Oznacme:

e tadkovy hra¢ = celni sprava,

e sloupcovy hra¢ = paSerak,

e tadky: R; = hlidka na vedlejsi silnici, Ry = hlidka na délnici,

e sloupce: (] = paserak jede vedlejsi silnici, Cy = paserdk jede dalnici.
Nasledujici tabulka popisuje zisk paSerdka (napiiklad v desitkach tisic korun):

| C1 (vedlejsi) C, (dalnice)
A = R, (hlidka na vedlejsi) 0 6
R (hlidka na dalnici) 2 0

Cislo a;; v tabulce je zisk paSerdka, pokud celni sprava zvoli fadek R, a paSerak
sloupec Cj. Hra je s nulovym souctem: zisk paSeraka je zéroven ztrata celni spravy,
takZe uZzitek celni spravy je —a;;.

Jak by se méli oba hraci chovat?
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e Kdyby celni sprava vZdy hlidala jen jednu trasu, paserdk by se okamzité pfi-
zpusobil a jezdil by tou druhou.

o Kdyby paserdk vZdy jezdil jen po délnici, celni spréava by méla jasno a posilala

by hlidku na dalnici.

Je tedy rozumné, aby oba hra¢i néjakym zptsobem ndhodné stiidali své moznosti
(volili takzvané smisené strategie), tak aby protistrané ,znepiijemnili zivot. V této
konkrétni hie se ukaze, Ze existuje rovnovaha, ve které

e paserdk voli vedlejsi silnici C s pravdépodobnosti % a délnici C5 s pravdépo-

dobnosti }l,

e celni sprava posila hlidku na vedlejsi silnici R; s pravdépodobnosti % a na

délnici Ry s pravdépodobnosti %.

Ani jeden z hrac¢u si nemuze jednostranné polepsit tim, Ze zméni své pravdépodob-
nosti. Takto vyvazené feSeni neni nahodou, plyne z hlubsich teoretickych vysledki.
V dalsi ¢asti kapitoly uvidime, ze pravé hledani takovych optiméalnich pravdépo-
dobnosti lze elegantné prepsat jako tlohu linearntho programovani.

7 pohledu linearniho programovani je na téchto hrach zajimavé, ze:

1. nejlepsi (optimélni) chovani hract lze popsat jako feSeni urcitych optimaliza¢nich
tuloh,

2. tyto tlohy lze prepsat jako linedrni programy a jejich dualy, coz odpovida i obec-
néjsimu vysledku z teorie here, tzv. Minimaxové vété.

Nez ukazeme, Ze ,hledani rozumné strategie ve hie” je v tomto specidlnim pripadé totéz
jako TeSeni LP, tak formalné popiSeme, co pfesné maticovi hra s nulovym souctem je.

Definice 10.2: Hra v normalni formé

(Konecnd) hra v normdlni formé je trojice
G= (P A u),
kde:
e P je konefné mnozina hracu;
o A=A x---x A, je mnozina vSech profilii akci, kde A; je mnozina akci hrace
3
o u = (uy,...,u,) je n-tice uzitkovyjch (vyplatnich) funkci, u; : A — R, kde
u;(a) je uzitek hrace i pii profilu akei a € A.
V dal$im se omezime na hry se dvéma hraci. Pro prehlednost je budeme nazyvat rddkovy

hrdc a sloupcovy hrdc a jejich akce si ocislujeme:

R=1{1,...,m}, C=A{1,...,n}.
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Profil akci je tedy dvojice (i, j), kde i je zvoleny tadek a j zvoleny sloupec.

Definice 10.3: Hra s nulovym souc¢tem v maticové formé

Dvouhréacova hra v normalni formé
G = ({radkovy hrac, sloupcovy hrac}, R x C,u)
je hra s nulovgm souctem, pokud pro kazdy profil akei (i,7) € R x C plati

ufédkovy(ia ]) + Usloupcovy (Z’ ]) = 0.

Protoze nas zajimé jen relativni zisk mezi hrac¢i, mizeme celou hru popsat jedinou
vyplatni matici A € R™*". Kazdy prvek

Q5 = usloupcov}'/(ia j)

chapeme jako platbu od Tdadkového hrdce sloupcovému hrdaci. Kladna hodnota a;;
znamend, ze sloupcovy hrac¢ vyhrava (fadkovy plati jemu), zaporna hodnota naopak.

Z podminky nulového souctu okamzité plyne, Ze uzitek fadkového hrace je vzdy —a;;.
Celou hru tedy reprezentuje jedina matice A, ktera popisuje ,kolik zaplati radkovy hrac
sloupcovému® v kazdé kombinaci voleb.

Poznamka 10.4: Maticova hra a notace

V dalsim budeme pouzivat oznadceni:
e 7adky 1,...,m jsou akce fadkového hrace,
e sloupce 1,...,n jsou akce sloupcového hrace,
e matice A je vyplatni matice sloupcového hrace.

Tomuto nastaveni se v literatufe ¥ika maticova hra (matriz game) a je to standardni
model dvouhracové hry s nulovym souctem.

V tuto chvili umime popsat, co se stane, pokud si kazdy hra¢ vybere konkrétni ra-
dek/sloupec (tzv. cistd strategie, tedy volba jedné akce z koneéné mnoziny). Z pohledu
strategie ale Casto dava smysl volit akce ndhodné, naptiklad ve hie kimen-—nutuzky-papir:
kdyby jeden hrac¢ opakoval stale stejny tah, druhy ho snadno ,precte”. K tomu potiebu-
jeme pojem smisené strategie.

2 SmiSené strategie a ocekavana vyplata

Intuitivni pfedstava smiSené strategie je jednoduché: hra¢ si nepredepisuje ,vzdy hraj ra-
dek 3%, ale ,Fadek 1 hraj s pravdépodobnosti 40 %, fadek 2 s pravdépodobnosti 30 %,
fadek 3 s pravdépodobnosti 30 %*. Tim vnasi do hry ndhodu a brani protistrané v pied-
vidani.

Formélné smiSena strategie je pravé pravdépodobnostni rozdéleni na mnoziné ¢Cistych
strategii.
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Definice 10.5: SmiSena strategie a pravdépodobnostni simplex

Vektor x € R" nazveme stochasticky (téz pravdépodobnostni vektor), pokud
x; > 0 pro vsechna j a ij =1.
j=1
Mnozinu vSech takovych vektoru délky n oznacime

J=1

o Smisend strategie sloupcového hrdce je vektor x € Sy, kde x; je pravdépodob-
nost, ze zvoli sloupec j.

e Smisend strategie Tddkového hrdce je vektor y € S,,, kde y; je pravdépodob-
nost, ze zvoli fadek i.
Poznamka 10.6: Pravdépodobnostni simplex je skutecné simplex

Mnozinu S, 1ze chapat jako konvexni obal vektoru kanonické baze ey, ... e, € R™.
Kazdy stochasticky vektor x € .S,, totiz splhuje

Tr = x1€1 + To€g + -+ X,€,,

kde soucinitelé x; jsou nezaporné a sectou se na 1. To znamena, Ze S, je presné
mnoZzina vSech konvexnich kombinaci vrcholu {ey,...,e,}, tedy (n — 1)-rozmérny
simplex.

Cista strategie je zvlastni pfipad smiSené strategie. Jde o vektor, ktery ma v jedné
soufadnici hodnotu 1 a ve vSech ostatnich 0. SmiSené strategie nam tedy jen ,rozsiri
prostor moznych strategii o konvexni kombinace ¢istych.

2.1 Ocekavana vyplata

Znaceni 10.7: Pravdépodobnost a stFfedni hodnota
Budeme pracovat s prvky elementérni pravdépodobnosti.
e Symbolem P[-] budeme oznacovat pravdépodobnost daného jevu.

e Symbolem E[-| budeme oznacovat stiedni hodnotu (o¢ekéavanou hodnotu) na-
hodné velic¢iny.
Pokud tadkovy hra¢ hraje smiSenou strategii y € S, a sloupcovy hra¢ x € S, pak
pravdépodobnost, Ze nastane konkrétni profil akei (i, 7), je
P[(4, j)] = P[fadek ] - P[sloupec j] = y;x;.

Vyplata sloupcového hrace pii vysledku (7, ) je a;;. Ocekdvanou vyplatu sloupcového
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hrace (tj. stfedni hodnotu vyplat, kdyby se hra hréla znovu a znovu se stejnymi strate-
giemi x,y) dostaneme seftenim pies viechny mozné vysledky, vazenym jejich pravdépo-
dobnostmi:

E[vyplata sloupcového hrace] = Z Z P[(4, )] a;; = Z Z Yi Qij Tj.

Zl]lymj =1 j5=1

Tento dvojity soucet lze zapsat elegantné maticové. Vektor y chédpeme jako sloupcovy
vektor délky m, x jako sloupcovy vektor délky n, potom

E[vyplata sloupcového hrace] = y ' Ax.
ProtoZze hra ma nulovy soucet, o¢ekavana vyplata fadkového hrace je

E[vyplata fadkového hrace] = —y ' Ax.

Poznamka 10.8: Zisk vs. ztrata

Z pohledu sloupcového hrace je éislo y " Ax jeho ocekdvany zisk, zatimco z pohledu
radkového hrace je to ocekdvand ztrdta. Je tedy prirozené, Ze:

e sloupcovy hrac se snazi y' Ax mazimalizovat,
o Fadkovy hrac se snazi y' Ax minimalizovat.

Podstata maticové hry s nulovym souctem je pravé v tomto konfliktu clia jednot-
livych hrac¢ti. Jedno a totéz ¢islo je kritériem pro oba hrace, ale jeden ho chce co
nejvetsi a druhy co nejmensi.

3 Max—min, min—max a hodnota hry

Pro danou strategii jednoho hrace se druhy hra¢ bude chovat tak, aby si maximalizoval
(nebo minimalizoval) sviij ocekavany uzitek. To vede na pojmy maz—min, min-mazx a
hodnota hry.

3.1 Nejhorsi pripad pro danou strategii

Fixujme smiSenou strategii sloupcového hrace x € S,,. Pro kazdou moznou strategii fad-
kového hrace y € S,, je o¢ekavana vyplata sloupcového hrace rovna y ' Ax.

Divejme se na situaci z pohledu sloupcového hrace. Chceme-li pro strategii  posoudit
nejhorsi mozny scéndr, kdy se radkovy hrac¢ zachova co nejvice proti sloupcovému hraci,
divame se na minimum této hodnoty pies vSechny y € S,,:

min y ' Ax.
YESm

To motivuje nésledujici definici.



Maticové hry s nulovym souc¢tem a minmax 111

Definice 10.9: Funkce [ a a.

Pro strategii sloupcového hrace x € S, definujeme

T
= A
B(x) = min y" Ax,

tj. nejhorsi mozné (nejmensi) ocekavana vyplata sloupcového hréace, pokud hraje x
a fadkovy hrac reaguje optimalné.
Analogicky pro strategii fadkového hrace y € S,, definujeme

afy) = maxy'Ax,

XES,

tj. nejhorsi moznou (nejvétsi) ocekavanou ztratu radkového hrace, pokud hraje y a
sloupcovy hrac reaguje optimalné.

Z definice okamzité plyne
B(x) <y'Ax < aly) pro viechnax € S,, y € Sp,,
protoze pro dany par (x,y) nemiize hodnota y " Ax byt mensi nez minimum pies viechna

y ani vétsi nez maximum pres vSechna x.

3.2 Maximinové a minimaxové strategie, hodnota hry

Na zékladé funkei f(x) a a(y) nyni miZeme piesné formulovat, co znamena, Ze je urcita
smiSena strategie ,optimalni v nejhorsim piripadé®.

Definice 10.10: Maximinova strategie, minimaxova strategie a hodnota
hry

SmiSenou strategii x* € S,, nazveme maximinovou strateqii sloupcového hrdace, po-
kud maximalizuje jeho nejhorsi moznou vyplatu, tj.

* : T *
) = gaip ¥ 4" = g S

Analogicky smiSenou strategii y* € S, nazveme minimazovou strateqii rdadkového
hrace, pokud minimalizuje jeho nejhorsi moznou ztratu:

* * 1 .
= Ax = .
ally”) = mepsy” b= win aly)

Cislo v € R nazveme hodnota hry, pokud existuji strategie x*, y* takové, ze
Bx*) =v=aly").
Intuitivné:

e sloupcovy hrac si volbou x* zaruci, ze ani pri nejhorsi mozné odpovédi protivnika
neklesne jeho ocekadvané vyplata pod v,
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e tfadkovy hrac si volbou y* zarudi, Ze ani pii nejhorsim mozném postupu soupeie
nepresahne jeho ztrata v.

7. jiz. zavedenych definic plyne pro libovolnou hru vzdy

< i .
) = e

V nulové-souctovych maticovych hrach vsak nastava prekvapivé silnd vlastnost: obé hod-
noty jsou ve skutecnosti stejné. Formuluje to nasledujici Minimaxova véta.

Véta 10.11: Minimaxova véta pro maticové hry s nulovym souc¢tem
Necht A € R™*" je vyplatni matice nulové-souc¢tové dvouhracové hry. Potom plati

mps fl) = I @A),

tedy existuje ¢islo v € R takové, ze

max min y' AX = v = min maxy' Ax.
X€Sn YESm YESm XESh

Cislo v nazyvame hodnota hry. Navic existuji smiSené strategie x* € S, a y* € S,
splhujici
Bx*) =v=aly’),

tj. x* je maximinové strategie sloupcového hrace a y* je minimaxova strategie rad-
kového hrace.

Cislo v je tedy hodnota hry a dvojice (x*,y*) tvori optiméalni smiSené strategie obou
hraca. Tato rovnost je fundamentalni vliastnost nulové-souc¢tovych her a pozdéji uvidime,
ze plyne primo z duality linedrniho programovani.

4 Formulace maticové hry jako linearniho programu

Nyni ukdzeme, Ze problém sloupcového hrace ,zvolit strategii x, ktera maximalizuje jeho
nejhorsi moznou vyplatu“, 1ze prepsat jako linearni program. Analogicky problém fadko-
vého hrace vede na duélni linedrni program.

4.1 LP pro sloupcového hrace (max—min)

Pfipomenme, Ze sloupcovy hra¢ chce maximalizovat funkei 3(x):

max 3(x) = max min y ' Ax.
XES, XES, YESm
Pro fixovanou strategii x zavisi vyraz y' Ax na y jen linedrné. Minimum pies simplex
Sm je proto dosazeno v nékterém jeho vrcholu, tj. v né€které ¢isté strategii fadkového hrace.
Oznacime e; i-ty vektor kanonické baze v R™. Vzpomenme, Ze Cisté strategie odpovidaji
pravé témto vektorim. Pak dostavame

min y' Ax = min e; Ax.
YESm i=1,...m
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Sloupcovy hrac¢ tedy fesi max—min problém

max min e; Ax.
xXES, i=1,....m

Zavedme proménnou ¢ € R, ktera bude dolnf mez{ viech hodnot e, Ax. Podminky
t <e/ Ax proi=1,...,m

zaru¢uji, Ze t < min, e] Ax, a maximalizace ¢ tedy skuteéné maximalizuje nejhorsf moznou
vyplatu sloupcového hrace.
Aby byl vektor x pripustnou smiSenou strategii, musi spliovat:

n
x; > 0 pro viechna j, ij =1.
j=1

Dostavame tedy linearni program pro sloupcového hrace:

LP pro sloupcového hrace

maximalizuj t
pii podminkdch t < (Ax); =e/ Ax, i=1,...,m,

" =1
Zj:l rj=45
x; > 0 pro vSechna j.

Kazdé omezeni t < (Ax); fika: ,Pokud fadkovy hra¢ zvoli ¢istou strategii i, o¢ekavana
vyplata sloupcového hrace je alespon ¢.“ Maximalizace t se tedy snazi, aby i pfi nejhorsi
odpovédi radkového hrace byla vyplata co nejvétsi.

4.2 LP pro radkového hrace (min—max)
Zcela symetricky lze formulovat problém radkového hrace:

min maxy ' Ax.
YESm XESH

Podobné jako drive pro fixované y plati

maxy' Ax = max (A'y);,
XESh j=1,..,n
protoze optimum linearni funkce v simplexu nastava v nékterém jeho vrcholu.
Zavedeme pomocnou proménnou u € R, ktera bude hornf mezi hodnot (ATy);. Pod-
minky
(Ay); <u proj=1,...,n

zajistuji, ze u > max;(A"y);. Minimalizace u tedy minimalizuje nejhorsf moznou vyplatu
sloupcového hrace, coz je z pohledu fadkového hrace nejhorsi mozna ztrata.
SmiSena strategie fadkového hrace musi opét splhovat

y; > 0 pro vsechna i, Zyi =1.
i=1
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Linearni program pro fadkového hrace tedy je:

LP pro radkového hrace

minimalizuj u
pii podminkdch (A'y); <wu, j=1,...,n,

Z?il Y = 17
y; > 0 pro vSechna 7.

4.3 Dualita: ,,primarni = hrac¢ 1, dualni = hrac 2¢
Primarni tloha v maticovém tvaru

Mame k dispozici LP pro sloupcového hrace (LP¢). Ten budeme vnimat jako primérni.
Nejdrive zapiseme tuto primérni tlohu ve zkracenéjsim tvaru a posléze pro ni odvodime
tlohu dualni.

Zavedeme vektory

X .
7 — (t> eRn+1, c = . G]Rn-l—l7

takze ucelova funkce v primarni tloze jde prepsat jako maxc'z.

Oznacime-li i-ty fadek matice A jako a,, pak nerovnosti ¢t < e/ Ax = a/x lze psat
jako
(—a] 1)z<0, i=1,...,m.

Definujeme
—a] 1 L
B=| : : d:= | € R
T
— 1
a,, 0
a ulohu prepiSeme ve tvaru
maximalizuj c'z
pri podminkdch Bz <0,
T (P)
dz=1,
215y 2n > 0, 21 = t volna.

Dualni tloha v maticovém tvaru

Pripomenme velmi strucné pravidla duality znamé z predchozich kapitol, ktera vyuzijeme
nyni:

e primarni omezeni typu ,, < <— dualni proménna > 0,
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&

e primarni omezeni typu ,=* <— duélni proménna bez omezeni znaménka,
e primarni proménna > 0 <— dualni omezeni typu ,,>*,
e primérni proménna volna <— dualni omezeni typu ,=",
e primarnim cilem je ,max* <— dualnim cilem je ,min®.
Pouzitim téchto pravidel na (P) ziskdme:
e z nerovnosti Bz < 0 vektor dualnich proménnych y € R™ s komponentami y; > 0,
e z rovnosti d'z = 1 jednu duélni proménnou u € R bez znaménkového omezeni,

e duélni ucelovou funkci, kterou budeme minimalizovat.

Aby byl zapis dualni tlohy co nejvice symetricky s primarni maticovou formulaci,
zavedeme vektory

0
. y m—+1 . m—+1
w.:()E]R , r .= e R™,
U 0
1

takze dualni ticelovou funkci miizeme psat jako skalarni soucin

min r'w.

Koeficienty u primérnich proménnych v dualni dloze vznikaji jako linearni kombinace
radka B a vektoru d s vahami y a u. Kompaktné je lze zapsat jako vektor

B'y +ud e R*,
ktery musi ,odpovidat® vektoru c a typu primarnich proménnych:

e protoze primarni proménné zi,...,z, jsou nezaporné, musi v prvnich n slozkach
platit nerovnosti typu ,,>“,

e posledni proménné z,; =t je volna, proto odpovida dualni rovnost.

Dostavame tak kompaktni maticovy tvar dualni ulohy
minimalizuj r'w
pii podminkach BTy +ud > c¢ (v prvnich n slozkich),
(B'y +ud)nt1 = o1,
y=>0.

V naem piipadé ma vyraz By + ud konkrétni tvar

~Aly +u 1)

B'y +ud = .
( Zizl Yi

Dualni podminky tedy tikaji

—Aly+ul >0 > y=1 y=>0
=1
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To je presna maticova verze dudlni dlohy; jeji rozepsani po slozkach vede k linearnimu
programu pro fadkového hrace odvozenému diive z ,min—-max"“ formulace.

Z obecnych dualitnich vét plyne, ze obé tilohy maji stejnou optimalni hodnotu t* = u*,
coz je pravé hodnota hry. Proménné primarni tlohy popisuji optimélni smiSenou strategii
jednoho hrace, proménné dualni ulohy strategii druhého — v tomto smyslu tedy plati
heuristika, ,,primdrni = hrdc¢ 1, dudlni = hrdc¢ 2.

5 Kratky ilustrac¢ni priklad

Ukazme formulaci obou linearnich programu na jednoduché symetrické hie se dvéma stra-
tegiemi.

Priklad 10.12: priklad

Uvazujme maticovou hru se dvéma radky a dvéma sloupci a vyplatni matici

A= (_11 —11).

Hodnota a;; je zde vyplata sloupcového hrace, tj. kladné ¢islo znamené zisk sloup-
cového hréce, zaporné c¢islo zisk radkového hrace.

LP pro sloupcového hrace. Oznacme x = (z1,75)' smiSenou strategii sloupco-
vého hrace. Podle (LP¢) mé fesit dlohu

maximalizuj v

pii podminkach v < (1, —1)z = 21 — x9,
v<(=1,1)x = —x1 + z9,
Ty + X9 = 1,

x1, 19 > 0.
LP pro rfadkového hrace. Oznacme y = (yl,yg)T strategii fadkového hrace.
Z (LPR) dostavame
minimalizuj u
-
1 -1 1
> s <
pri podminkéch (_1 1 > y<u (1) ,
y1t+y2 =1,
yi,y2 > 0.
Po rozepsani prvniho omezeni dostaneme
minimalizuj u
pri podminkach 1y, — vy < u,
—y1 + Y2 < u,
y1+y2 =1,
y1,y2 = 0.

Diky symetrii matice A lze snadno ovérit, ze optimélni strategie obou hréacu je hrat
obé Cisté strategie se stejnou pravdépodobnosti:

* *

=y = (53,
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a hodnota hry je v = 0. To je v souladu s tim, Ze hra je ,férova* (kazdy hra¢ ma
symetrické postaveni).
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