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1 Diikaz véty o silné dualité

V této sekci provedeme diikaz této ¢asti véty o silné dualité piimo ze simplexové tabulky
odpovidajici optimalni bazi, tj. ze zavérecné tabulky z posloupnosti tabulek generovanych
simplexovou metodou.

Tento diikaz tak pfimo spoléha na spravnost a kone¢nost simplexové metody. Podrobné
jsme sice popsali princip fungovani metody, dokonce jsme okomentovali i zpisoby, jak se
vyhnout jejimu zacykleni, forméalni diikaz jsme vSak neprovedli. Tato sekci je tedy véno-
vana ¢tenaitim, ktefi spravnosti simplexové metody uvérili. Ctenare podeziivavéjsi pak
odkézeme na doprovodnou literaturu, kde lze onen chybéjici dikaz najit, ¢i na néasledujici
sekci, kde ditkaz silné duality odvodime z jiného, doufejme vice uspokojivého, sméru.

Ptipomenme, Ze vychazime z maximaliza¢ni tlohy ve standardnim nerovnicovém tvaru
(P): max ¢'x pii Ax <b, x>0.

Po doplnéni pomocnych proménnych ziskame rovnicovy tvar

>0, A=(AI,), i_-(Z), a__(g>.

Piedpokladejme, ze (P) je pfipustna a omezené. Simplexova metoda s anticyklickym pra-
vidlem (viz Kapitola 6 Sekce 2.2) pouzita na takovou tulohu skonéi v néjakém optimalnim
béazickém pripustném bodé. Oznac¢me B C {1,...,n+m} pfislusnou bazi a N jeji doplnék.
Zavéretna tabulka ma tvar (viz Lemma 4.5)

M

Ax =D,

)NCB = Aglb — AélAN )NCN, Z =20 + f‘T)NCN,

kde
zo=¢pAg'b,  T=¢y— (epA5'Ay) < 0.

e
0

ox o A—1 *
Xp=Azb a "= z.

Optiméalni BFS oznacime

Tvrzeni, které se snazime dokazat, bude ihned trividlné plynout z nésledujicitho lem-
matu.

Lemma 8.1: Dualni kandidat ze zavérec¢né tabulky

Definujme
* ~T 7—1\T m
y = (C;ABl) € R™.

Pak y* je pripustné fesSeni duélni ulohy (D) a plati rovnost

Dikaz lemma.
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Rovnost hodnot ucelovych funkei je okamzita (opét vyuzivame Lemma 4.5):
c'x* =¢&'X = &Lxy = epA'b = (€[4 )b = (y)Tb=DbTy".

Zbyva ovérit pripustnost y* pro (D), tj. ATy* > c a y* > 0. Podminka nezépornosti
vektoru se déa ekvivalentné zapsat jako I, y* > 0 a obé podminky tedy lze sloucit do
jediné

ATy* > ¢ (8.1)

Oznatme w := ATy* = (é}A;%)T € R Pro slozky odpovidajici bazi B dostavame

a pro nebéazické slozky
WN = ((NIEABIAN) = éN —T Z éN,

protoze ¥ < 0 v optimalni tabulce. Tim je (8.1) splnéna. Z tvaru A = (A I,,,) navic
prvnich n slozek nerovnosti (8.1) piesné vyjadiuji ATy* > c a poslednich m slozek
dava y* > 0.

D1iikaz véty.

Necht (P) je ptipustna a omezena. Vime, Ze v ramci simplexové metody existuje opti-
méalni baze B a zavérecna tabulka s r < 0. Lemma 8.1 poskytuje vektor y* pripustny
pro (D) a plati ¢"x* = bTy*. Slaba dualita (Véta 7.3) ¥ika

c'x < b'y pro viechna pifpustna (x,y).

Proto x* i y* musi byt optimalni. Spolu s dopliikovymi piipady danymi slabou dualitou
to dokazuje Vétu 7.5.

2 Dikaz véty o dualité z Farkasova lemmatu

Jiny dikaz silné duality LP vede pfes tzv. Farkasovo lemma. Nejprve uvedeme jeho al-
gebraickou a geometrickou formulaci a praktickou variantu pro soustavy nerovnic. Poté
ukazeme, jak z této formy lemmatu plyne véta o dualité.

2.1 Farkasovo lemma algebraicky

Lemma 8.2: Farkasovo lemma (algebraicka verze)
Necht A € R™"™ a b € R™. Pak nastane pravé jedna z nasledujicich moznosti:
(F1) Soustava Ax = b méa nezaporné feseni x > 0.

(F2) Existuje vektor y € R™ takovy, Ze yT A > 0T a soucasné y'b < 0.
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Poznamka 8.3: Pro¢ nemohou nastat soucasné (F1) a (F2)

Jestlize Ax = b ma nezaporné feseni x > 0, pak pro libovolné y s y'A > 07 plati
y'b =yTAx > 0, tudiz y'b < 0 nemitiZe nastat. Naopak, pokud (F1) selze, dokaze
(F2) neexistenci nezaporného feseni certifikovat.

2.2 Farkasovo lemma geometricky

Pro geometrickou formulaci Farkasova lemmatu musime nejdfive zavést konvexni kuzel.

Definice 8.4: Konvexni kuzel

Necht ay,...,a, € R™. Konverni kuZel generovany vektory ai,...,a, je mnozina
vSech jejich nezapornych linedrnich kombinaci, tj.

C = {t1a1+~~—|—tnan ‘ tl,,thO}
Konvexni kuzel generovany vektory ai, ..., a, budeme znacit jako

cone{ay,...,a,}.
Farkasovo lemma lze pak prepsat néasledujicim zpiisobem:

Lemma 8.5: Farkasovo lemma (geometricka verze)

Pro ay,...,a,, b € R™ nastane pravé jedna z moznosti:

(F1) b € C = cone{ay,...,a,}.

(F2') Existuje y € R™ a nadrovina h = {x|y'x = 0} takova, Ze y'a;, > 0 pro
vSechna i (tj. cely kuZzel C leZ{ na jedné strané h) a soucasné y'b < 0 (bod b
lezi na opac¢né strané).

Poznamka 8.6: Ekvivalence obou verzi

Vezmeme-li A = (a; --- a,), tvrzeni (F1) fikd b = ). t;a; s t; > 0, tedy b € C.
Naopak, (F2) i (F2') vyjadiuji oddéleni bodu b od kuzele C' podpiirnou nadrovinou
prochazejici pocatkem.

2.3 Dikaz silné duality pomoci Farkasova lemmatu

Pro pfimé pouziti v dualité budeme potiebovat verzi Farkasova lemmatu s ,,<*.

Lemma 8.7: Farkasovo lemma (varianta pro Ax < b)

Soustava nerovnic Ax < b ma nezéporné feSeni x > 0 pravé tehdy, kdyz pro kazdy
nezaporny vektor y > 0s y'A > 07 nutné plati také y b > 0.

Dikaz lemma.
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Matici A € R™*"™ rozsifime o pravou stranu s identitou a dostaneme

A= (A]| L.

(:) >0
A(Z) b

To je ekvivalentni systému Ax < b. Pouziti Lemmatu 8.2 na rovnost Ax = b d4 presné
uvedenou podminku.

Hledame nezaporné

tak, aby

Nyni se presuneme k dokézani ¢asti (iv) Véty 7.5.
D1iikaz véty.

Krok 1: pfiprava. Necht x* je optiméalni feSeni (P) a ozna¢me

v o= c'x".

Systém
Ax < b, c'x > vy (8.2)

mé nezaporné feseni (konkrétné x*). Naopak pro libovolné € > 0 je
Ax < b, c'x > y+4e (8.3)

nefesitelny v nezapornych proménnych, nebot by porusoval optimélnost ~.
Zapisme (8.3) kompaktné pomoci ,rozsiteného” systému. Definujme matici a vektor

A ( AT) e ROm+)xn. b= (_ b ) c R+

—c v—¢€

Pak (8.3) je ekvivalentni Ax < b, x > 0.

Krok 2: aplikace lemmatu. Protoze pro ¢ > 0 je systém Ax < b neresitelny v
nezédpornych proménnych, Lemma 8.7 dava existenci nezdporného y = (u, z) € R™*!
takového, ze

yTA>0", §3b <0, (8.4)

Z (8.4) dostavame po dosazeni

A

. . b
B () TR Y (L R

tj. po doplnéni nerovnosti
ATa > zc, b'u < z(y+e), u>0, 2>0. (8.5)
Krok 3: pfipad € = 0 a nenulovost 2. Proe = 0 md systém (8.2) nezaporné fesent

(x*), takze Ax <b je Tesitelny. Lemma 8.7 tedy v tomto piipadé vylucuje existenci
y > 0 se striktni b < 0, a tudiZ pro pravé sestrojené y musi platit

b'u > z7. (8.6)
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Z (8.5) a (8.6) plyne, ze z > 0 (jinak by pro z = 0 bylo bTu > 0, coz by kolidovalo s
b"u < 0 pro ¢ > 0).
Krok 4: normalizace a vznik dualniho kandidata. Polozme v := u/z > 0.
Z (8.5) dostavame

A'v > ¢, b'v < y+-¢,
a z (8.6) navic bTv > «. Vektor v je tedy pifpustny pro (D) a jeho hodnota téelové
funkce lezi v intervalu

v < b'v < v+e.

Protoze € > 0 bylo libovolné, existuje posloupnost pripustnych dualnich feseni s hod-
notami konvergujicimi k ~.

Protoze pro libovolné € > 0 existuje pfipustné dudlni feSeni s hodnotou v [y, vy +¢),
dostéavame inf(D) = ~. Jelikoz je v tomto piipadé ulohy LP kone¢né optimalni hodnoté
nabyvano (rozmyslete, plyne z vlastnosti mnohosténu a acelové funkce), plati i

min b'y = ~.

piip. y

Zavér. Slaba dualita (Véta 7.3) dava vzdy max(P) < min(D). Z konstrukce vyse
mame min(D) < v = max(P). Dohromady

max(P) = min(D),

coz je presné tvrzeni silné duality.

3 Dikaz Farkasova lemmatu

V predchozi sekci jsme dikaz opieli o Farkasovo lemma, jehoz diikaz si ukdZzeme nyni. Pro
jeho pochopenti je potieba zavést pojem tzv. oddélitelnosti mnozin a dale uvést vétu, diky
které 1ze rozhodovat o oddélitelnosti konvexnich mnozin.

Definice 8.8: Oddélitelnost mnozin

Rekneme, 7e neprazdné mnoziny M, N C R" jsou oddélitelné, pokud existuji o € R
aac R" a+# 0 tak, ze

a'x < a pro viechna x € N, a'x > « pro viechna x € M.

Definice 8.9: Oddélovaci nadrovina

Necht X, Y C R™ a N je nadrovina. Rekneme, ze N oddéluje mnoziny X a Y,
pokud X a Y lezi v uzavérech jednoho a druhého poloprostoru urceného N, tj.
existuji « € R a 0 # a € R" tak, ze

N = {xeR": a'x=a}, XC{x:a'x>a}, YC{x:ax<a}

nebo obracené. Nadrovinu N nazyvame oddélovaci. Pokud navic X i Y lezi ve
vnittku uvedenych poloprostort, rfikame, ze N striktné oddéluje X a Y.
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=

Véta 8.10: O striktni oddélitelnosti konvexnich mnoZin

Necht XY C R™ jsou neprazdné disjunktni uzaviené konvexni mnoziny, z nichz
alespon jedna je kompaktni. Pak existuji c € R™ a a € R tak, Zze pro kazdé x € X

a kazdé y € Y plati

c'x > a > cy.

Tuto vétu ponechame bez dikazu, jelikoz je nad ramec naseho kurzu. Nyni jiz dokdzeme
samotné Farkasovo lemma, respektive jednu z jeho ekvivalentnich variant.

Lemma 8.11: Farkasovo lemma (ekvivalentni varianta)

Necht A € R™™ a b € R™. Potom pravé jedna z nasledujicich soustav méa reSeni:
1. Ax=bax>0,

2. ATy >0ab'y <0.

Diikaz lemma.
Krok 1. (=) Predpokladejme, Ze soustava Ax = b, x > 0 nemé feSeni.
i) Oznac¢me sloupce matice A jako
(ar,as,...,a,), a, eR"proj=1,...,n.
Uvazujme kone¢né generovany kuzel
C' = cone{ay,...,a,}.
Ten je konvexni a uzavieny a z predpokladu je ziejmé, ze b ¢ C, protoze

C = {Ax | x > 0}.

ii) Mame tedy dvé disjunktni, uzaviené a konvexni mnoziny {b} a C, pricemz {b}
je kompaktni. Podle Véty 8.10 existuji y € R™, y # 0 a o € R tak, Ze

y'b < a<y'z pro vsechna z € C. (8.7)

iii) Protoze 0 € C, dosadime z = 0 do (8.7) a dostavame
y'b < a < 0,
tedy nutné oo < 0 a z toho y'b < 0.

iv) Zbyva ukazat ATy > 0. Kdyby existovalo z € C takové, 7e y'z < 0, pak pro
kazdé f > 0 mame Sz € C' a z (8.7) by vyplyvalo

y'b < a < y'(fz)=Py'z<0.

Pro 3 — oo jde pravé strana k —oo, coZ neni mozné, nebot i y'b jsou kone¢né.
Tedy y'z > 0 pro viechna z € C, a zejména pro jednotlivé generatory kuzele
ai,...,a,. Tim dostavame

yla; >0 (j=1,...,n), tj. ATy > 0.
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Ziskali jsme tedy y takovy, ze

ATy >0, b’y < 0.

Krok 2. (<) Necht existuje y s ATy > 0 a bTy < 0. Kdyby zarovei existovalo
x > 0 takové, ze Ax = b, potom bychom dostali

b'y = (Ax)Ty =x"ATy >0,

coz odporuje piedpokladu by < 0.
Tedy soustava Ax = b, x > 0 nemé FeSeni.

4 Interpretace dualnich proménnych

Duélni proménné jsou dulezitym a zaroven intuitivnim vystupem linearniho programo-
vani. Zatimco priméarni proménné popisuji konkrétni rozhodnuti (kolik vyrabét, jakym
tokem vést material, které aktivity spustit), dualni proménné popisuji hodnotu jednotli-
vych omezeni — tedy zdroju, kapacit nebo limiti, které nas model pouziva.

Zékladni myslenka je velmi jednoducha — duélni proménna y 11k, o kolik by se zménilo
optimum, kdybychom v ¢-tém omezeni mirné zvysili pravou stranu b;.

Jinymi slovy:
e pokud je zdroj ,yzacny“, jeho marginalni hodnota je kladna = y > 0,

e pokud ma zdroj rezervu, jeho marginalni hodnota je nulovad = y* = 0.

Tato logika je propojena s tim, zda je omezeni v optimu tzv. aktioni (tj. je nabyvano
rovnosti v ptivodni nerovnostni podmince):

e Aktivni omezeni je presné ,na hrané‘, brani zlepSeni feSeni a tim padem mé nenu-
lovou cenu.

e Neaktivni omezeni pouze stoji ,nékde v pozadi“ a v daném optimu roli nehraje —
proto mé cenu nulovou.

Citlivost optima na zmény pravych stran. Dualni proménné ndm dévaji rychly
odhad, jak se zméni optimalni hodnota pfi malé zméné parametrii:

Av ~ (y*)TAb.
Je to tedy primocary linedrni model chovani optima v blizkosti aktualniho feSeni. Tim
dostavame nejen ekonomickou interpretaci, ale i nastroj pro analyzu ,,co-kdyby“ scénéit.
Praktické cteni vysledku. Duélni proménné jsou v simplexové tabulce piimo vidi-

telné:

e V tvaru tabulek, které jsme pouzivali napf. na cvi¢enich, se dualni proménné skryvaji
v predposlednim radku tabulky, v ¢asti odpovidajici bazickym sloupctim.
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o Konkrétné:

y* = (cpAz")"

odpovida koeficientiim u bazickych proménnych v predposlednim radku.

e 7 komplementérnich podminek y¥ (b; — a x*) = 0 plyne: neaktivni omezeni = y; =

0 a naopak y7 > 0 = omezeni je aktivni. Aktivita omezeni sama o sobé jesté
neimplikuje y* > 0 (moZna degenerace).

Dualni proménné nadm umoziuji okamzité rici:

5)

které omezeni skutecne limituje optimum — pokud mé nékteré omezeni hodnotu
yr > 0, znamené to, ze pravé ono ,drzi“ feSeni na misté. Kazdé dalsi uvolnéni
tohoto omezeni by vedlo ke zlepseni hodnoty tcelové funkce, takze jde o skutecny
kamen trazu modelu. Omezeni s y; = 0 naopak reSeni neomezuje, jelikoz ma rezervu
a jeho pridani ¢i ubrani vyslednou hodnotu v daném bodé nijak neovlivni.

jak ,drahé® je toto omezeni, tj. o kolik by vzrostla optimalni hodnota pii navyseni
jeho kapacity — numericka velikost y pfimo riké, jakou hodnotu méa jedna dalsi
jednotka pravé strany b;. Pokud napiiklad y; = 5, znamena to, ze pridanim jedné
jednotky kapacity tohoto omezeni o¢ekavame rist optima zhruba o 5 jednotek tce-
lové funkce (pokud zustane stejna baze).

kam md smysl investovat nebo rozsirovat kapacity — porovnanim velikosti y mezi
jednotlivymi omezenimi vidime, kde bude investice nejicinnéjsi. Omezeni s nej-
vétsi hodnotou ¥y poskytuje nejvyssi zisk za jednotku rozsifeni, a tedy i nejvetsi
potencialni piinos. V praxi tak duélni proménné funguji jako jednoduché pravidlo
prioritizace investic.

které zdroje jsou nadbytecné — vsude tam, kde je yF = 0, ma zdroj rezervu. Z
pohledu souc¢asného optiméalniho feseni jej mame ,yice, nez potiebujeme”. Navyseni
nebo mirné snizeni pravé strany takového omezeni neméa na hodnotu tcelové funkce
zadny okamzity dopad. Tento signal 1ze vyuzit napiiklad pro hledani neefektivné
nastavenych kapacit nebo pro jejich presunuti jinam.

Dualni simplexova metoda

Duaélni simplexova metoda predstavuje zrcadlovy obraz klasické (prvotni) simplexové me-
tody. Namisto toho, abychom zac¢inali v prvotné pripustném bazickém bodé a udrzovali
duélni pripustnost postupnym odstranovanim kladnych redukovanych nakladi, vycha-
zime z béaze, ktera je dudlné piipustnd (tj. r < 0), avSak nemusi byt prvotné piipustnéa
(nékteré slozky p jsou zaporné). Cilem je iterativné odstraiiovat zaporné slozky v p, aniz
bychom porusili dualni pripustnost, az je dosazeno obou podminek soucasné — coz zna-
mena optimum.

Vychéazime z rovnicového tvaru tlohy a obecné simplexové tabulky definované diive:

T
XB:p+QXN, Z=2y+Tr Xy.
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5.1 Dudalni pripustnost a kritérium optimality

Pro simplexovou tabulku tvaru
XB:p+QXN7 Z:ZO+rTXN7

plati:

(1) Prvotni pfipustnost. Vektor p = Aglb obsahuje hodnoty bazickych promeén-
nych. Bézické feseni xp = p je tedy prvotné pripustné, pravé kdyz

p=>0,

protoze vSechny proménné musi splhovat podminku nezapornosti.

(2) Dualni pripustnost. Pro maximalizaéni ulohu plati, Ze zvy$i-li se néktera ne-
béazickd proménni Xy, hodnota tcelové funkce se zméni o r'xy. Aby Zadna nebézicka
proménné nemohla zlepsit hodnotu tcelové funkce, musi byt

r <0.

Tomu fikdme dudlni pripustnost. Geometricky odpovida tomu, ze pridanim zadné hrany
polyedru nelze jit ,nahoru®.

(3) Kritérium optimality. Pfi sou¢asném splnéni obou podminek

neni mozné:
e porusit zadné omezeni nezépornosti (protoze p > 0),

e zlepsit hodnotu tcelové funkce (protoze vSechna r; < 0).

Takovy bod je tedy béazickym pripustnym feSenim, ze kterého nelze provést zadny zlep-
Sujici pivot — jde o optimalni FeSeni.

Poznamka 8.12: Srovnani s klasickou simplexovou metodou

Klasickd metoda udrzuje po celou dobu prvotni pripustnost (p > 0) a postupné
odstrafiuje poruseni dudlni piipustnosti (r < 0). Dualni simplex postupuje opa¢né:
udrzuje dudlni pripustnost (r < 0) a odstranuje poruSeni prvotni piipustnosti (za-
porné slozky v p). Obé metody konverguji k situaci, kdy jsou splnény obé& podminky
zaroven — tj. k optimu.

5.2 Pivotovy krok dualni simplexové metody

V kazdé iteraci se nejprve voli 7ddek (vystupujici proménnd), poté sloupec (vstupujici
proménna).
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Dualni simplex — jeden krok algoritmu

1. Vybér kliového fadku (vystupujici proménnd). Pokud jiz p > 0, jsme
v optimu. Jinak vybereme index

§ € argmin p;,
i

tedy Tadek s nejzaporné;jsi slozkou. Tento fadek musi opustit bézi.

2. Vybér kli¢ového sloupce (vstupujici proménna). V klicovém fadku uva-
zujeme koeficienty gs;:
(a) Pokud ¢, > 0 pro viechna nebézicka j, nelze obnovit p > 0. Uloha je
nepiipustna.
(b) Jinak pro vSechna j s g,; < 0 spo¢teme poméry
T
6]' - -
qu

a volime

v € argmin 0;.
J¢ QSj<0

Promeénna v sloupci v vstoupi do baze.

3. Pivot. Na prvku (s, v) provedeme Gaussovu eliminaci: normalizace klicového
prvku na 1 a vynulovani ostatnich prvki ve sloupci v (véetné fadku r). Ziskdame
novou bazi B’ = (B \ {js}) U {v}.

4. Opakuj. Vratte se ke kroku 1.

Poznamka 8.13: Zachovani dualni pripustnosti

Pomérovy test 0; = r;/qs; zajistuje, ze po pivotu zistane r < 0 a nové 7, = 0. Dualni
simplex tedy nikdy neporusi dualni pripustnost, stejné jako klasicky simplex nikdy
neporusi pripustnost prvotni.

Degenerace a cykleni

P1i degeneraci se stejné jako u klasické simplexové metody muze stat, ze krok je nulovy
(nezméni se hodnota tucelu ani zékladni feseni). Kone¢nost algoritmu zajistuji standardni
anticyklickd pravidla, jako je napt. Blandovo pravidlo nebo lexikografické pivotovéni.

5.3 Vychozi dualné pripustni baze: metoda umélych omezeni

Pokud vychozi tabulka nespliiuje r < 0, mizeme postupovat dualnim analogem ,metody
velkého M*, zde nazyvanym metoda umélgjch omezeni. Ta vyuziva jediné pomocné nerov-
nosti, kterd umozni piivést vSechny r; na nekladné hodnoty pivotovanim.
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Metoda umélych omezeni — princip

1. Pfidame pomocné omezeni tvaru

ZIJSM

JEN
s dopliitkovou proménnou s, 11 > 0, kterd vstoupi do baze.

2. Vybereme nebézicky sloupec s 7; > 0 a pivotujeme v pomocném fadku tak,
aby z; vstoupila do baze a jeji novy redukovany naklad se stal nulovym.

3. Opakujeme krok 2, dokud nejsou vSechny slozky r nekladné.
4. Spustime dualni simplexovou metodu, ktera odstrani zaporné slozky v p.

5. Po dosazeni prvotni pfipustnosti odstranime pomocné omezeni a posoudime,
zda TeSeni zavisi na M (detekce neomezenosti nebo nadbytecnosti).
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