KAPITOLA 7

DUALITA LINEARNIHO
PROGRAMOVANI

V této kapitole rozebereme dualitu line-
arnfho programovani, kterd ndm umozni
odhadovat a dokonce presné urcit opti-
mum bez znalosti optimélniho feSeni pri-
méarni ulohy. Nejdiiv motivujeme dualitu
na elementarnim piikladu, poté presné sta-
novime tvar duilu a formulujeme slabou i
silnou vétu o dualité.
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1 Motivace a konstrukce duilu

Linearni programy maji jednu dilezitou a mozna trochu piekvapivou vlastnost — kazdou
tlohu muzeme ¢ist dvéma zpusoby. Jaké zptisoby mame na mysli?

Prvni zptisob ¢teni je ten, ktery uz zndme — hleddme naptiklad nejlepsi vyrobni plan,
tok, rozvrh nebo cokoliv obdobného tak, aby byla optimalizovana hodnota néjakého nami
urc¢eného cile. Druhy zptisob ¢teni stavi na jiném obrazu téze situace — napriklad v pripadé
otazky nékladu se ptame, jaké ceny zdroji by musely platit, aby zadny ptipustny plan
vyroby nemohl dosahnout vyssi hodnoty, nez dovoluji zdroje samotné.

Dale v textu obé optiky definujeme podrobné, jiz nyni ale uvedeme uzivané nazvoslovi
— prvnimu zpusobu formulace tlohy linedrniho programovani se fika primdrni, druhému
zpusobu pak dudini.

Oba pristupy jsou ze své podstaty ekvivalentni, nicméné uvidime, ze duélni formulace
nam poskytuje dilezité vlastnosti, diky kterym lze danou tlohu linearniho programovani
snadnéji analyzovat.

Intuitivni cesta k dualu vychazi z myslenky sklddat omezeni z primarni tlohy s ne-
zapornymi koeficienty tak, aby vznikla jedina nerovnost, ktera prevysi ucelovou funkeci.
Takova kombinace pak dava informaci o tom, Ze puvodni uc¢elovéi funkce nemuze dosdhnout
hodnoty nad dany limit. Tento princip nyni demonstrujeme na konkrétnim prikladu.

Priklad 7.1: Motiva¢ni problém
Uvazujme maximaliza¢ni ulohu LP

maximalizovat 2x; + 3z4
za podminek 4z, + 8z, < 12,
201 + 29 < 3,
31 + 225 < 4,

T1,x9 2 0.

Bez pocitani optima okamzité vime, ze 2z, 4+ 3xs < 4z +8xy < 12. Jesté lepsi horni
mez dostaneme vhodnou nezdpornou kombinaci radki, napf.

Takto vznikla linedrni kombinace omezeni ndm davé informaci o tom, Ze optimum
nemuze prekrocit 5.

V tomto postupu lze dale pokracovat — chceme najit nejlepsi (nejnizsi) horni odhad
na c'x mezi viemi nerovnostmi, které ziskAme nezdpornymi kombinacemi fadki
systému. Zavedme nezaporné vahy i, y», y3 pro t¥i nerovnosti z tlohy. Nerovnosti

zkombinujeme a dostaneme
(4y1 + 2y + 3ys)x1 + (8y1 + Yo + 2y3)xe < 12y; + 3y + 4ys.

Aby leva strana prevySovala tucelovou funkci 2zy 4+ 3xo pro vSechna x > 0, musi
platit
4y + 2y2 + 3y3

8y1 + Y2 + 23

= > 0
> Y1,Y2,Ys = U.



ot

Dualita linearntho programovani

Mezi vSemi takovymi y chceme minimalizovat pravou stranu, protoze ta je nasSim
hornim odhadem. Dostéavame tedy dudini tlohu:

minimalizovat 12y; + 3y, + 4ys,
za podminek 4y, + 2y, + 3y > 2,
8y1 +y2 +2ys = 3,

Y1,Y2,ys = 0.
Pro puvodni uvedeny piiklad je optimalni hodnota % v bodé x* = (%, 3) Pro
duélni dlohu je hodnota tcelové funkce v optiumu také rovna % v bodé y* =

(15—6,0, 7). Rovnost optimalnich hodnot neni néhoda, nybrz dusledek jedné z vét,

kterou uvedeme dale.

Co se zde stalo obecné? Kazdé pripustné y vytvari validni horni mez na maximum.
Kdykoli tedy y spliiuje dualni omezeni, plati pro vSechna piipustna x nerovnost

c'x < b'y.

V dalsim textu popiSeme obecny postup pfi duélni formulaci tilohy a ukdzeme tzv. véty
o dualité, které obecné patii k stézejnim vysledktim z teorie linedrniho programovani.

1.1 Obecna primarné—dualni dvojice

Zformalizujeme to, co jsme nastinili v pfedchozim textu. Uvazujme nam jiz dobfe znamou
obecnou maximaliza¢ni tilohu ve standardnim nerovnicovém tvaru

maxc'x pii Ax<b, x>0 (P),

a tuto formulaci tlohy budeme nazyvat primdrni iloha. K ni zavedeme dudlni ilohu ve
tvaru
minb'y pii A'y>c, y>0 (D)

s piirozenou interpretaci — kazdé y > 0 dava horni odhad b’y na optimum z primarni
tlohy.

Nyni si ukdzeme, jak lze takovou duélni tilohu systematicky zkonstruovat i v obecnéjsich
situacich, kdy se v primarni tloze vyskytuji rizné typy omezeni a proménnych.

Obecna konstrukce. Uvazujme primarni tlohu s proménnymi zy, ..., x, a omezenimi

<
Py apxy + apvy 4+ ATy § >

zde a;; znaci prvek matice A v i-tém fadku a j-tém sloupci. Kazdé omezeni tedy miize
byt nerovnosti riizného sméru nebo rovnosti. Cilem je maximalizovat c¢'x.

Dualni tloha bude mit proménné vy, ..., Y, z nichz kazda odpovida jednomu primér-
nimu omezeni P;. Smér prislusné nerovnosti v omezeni urcuje znaménkovou podminku
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pro piislusnou duélni proménnou:

y; > 0, je-li v primérni uloze P; :<,
y; <0, je-li v primarni tloze P; :>,

y; € R, je-li v primarni dloze P; :=.

Omezujici podminky v dualni tloze ); odpovidaji jednotlivym primarnim proménnym
xj. Pro kazdé j = 1,...,n méa podminka tvar

aypjyr + aziye + -+ QiYm § < Gy

kde smér nerovnosti je ur¢en typem priméarni proménné:

JZJZO = Qj2>

ZL'jE]R = QjI:.

Uéelova funkce duélni tlohy mé tvar

min by,

a tedy je minimalizacni. Viimnéme si, ze v prvni ¢asti konstrukce (prechod od priméarnich
omezeni k dudlnim proménnym) se smér nerovnosti obraci, zatimco v druhé ¢asti (od
priméarnich proménnych k duélnim omezenim) se zachovava.
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Recept na dualizaci

Necht primarni uloha ma proménné z1, ..., x, a omezeni Py, ..., P,,. Dualni tloha
ma promeénné ¥y, ..., Y, kde y; odpovida i-tému omezeni, a omezeni Q1,...,Q,,
kde @); odpovida proménné x;. Plati:

Primarni tloha Dualni dloha
proménné xi, ..., T, promeénné yi,. .., Ym
matice A matice AT

pravé strana b prava strana c

ucel. funkce max ¢'x ucel. funkce min by
x; >0 j-té dualni omezeni >
z; <0 7-té dualni omezeni <
z; €R j-té dualni omezeni =
1-té omezeni Zj a;jx; < b y; >0

i-té omezeni Zj a;jxj > b; y; <0

-té omezeni Zj a;r; =b; y; € R

Pravidla plati pro primarni tlohu v maximaliza¢nim tvaru. Pro minimaliza¢ni tvar
mizZeme zménou znaménka prevést tlohu na maximaliza¢ni, nebo pouzivat vyse
uvedend pravidla reciproc¢né.

Lze si také vSimnout, Ze pravidla funguji symetricky ,tam® i ,zpatky“. Znamena to, ze
vyjdeme-li z né€jaké ulohy linearntho programovani, sestrojime k ni ulohu dualni a poté
z této dualni opét dualni, dostaneme zpét pivodni (primérni) tlohu. Ulohy (P) a (D)
v nasi formulaci jsou tedy navzdjem dudlni. Jinymi slovy, chceme-li dualizovat minimali-
zacni tlohu, miizeme ji povazovat za dualni k néjaké maximaliza¢ni tloze a pouzit tentyz
recept, pouze v opac¢ném smeéru.

Poznamka 7.2: Lagrangeovska konstrukce dualni dlohy

Dualitu lze chépat nejen pomoci nezapornych kombinaci omezeni, ale také jako
Lagrangetv dudl v obecném smyslu optimaliza¢ni teorie.
Uvazujme primarni ulohu ve standardnim tvaru

(P): max ¢'x pii Ax <b, x>0.

Pro i-té nerovnostni omezeni zavadime Lagrangeiv multiplikdtor y; > 0, ktery vy-
jadfuje, jak silné je dané omezeni ,aktivni‘ v optimu.
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Lagrangian. Definujeme funkci
L(x,y) =c'x+y'(b—Ax) =b'y +x'(c - A'y),

kde y > 0. Pro fixni y predstavuje L(x,y) Lagrangeovu relaxaci tlohy — omezeni
Ax < b jsou presunuta do tcéelové funkce s penalizaci yT(Ax — b).

Lagrangetv dual. Protoze v primarni tiloze maximalizujeme pfes x, zkoumame
pro kazdé y > 0 hodnotu

9(y) = sup L(x,y) = sup[bly +x' (c — ATy)].

Pokud vektor ¢ — ATy m4 alespoii jednu kladnou slozku, supremum je +oo (protoze
piislusna slozka x; mtze rust bez omezeni). Aby byla hodnota kone¢né, musi platit

ATy > c.

V takovém piipadé je maximum p¥es x > 0 dosazeno v x = 0 a méame g(y) = b'y.

Dualni aloha. 7 definice g(y) jako horni meze pro vSechny piipustné x plyne, zZe
kazdé y > 0 spliwujici ATy > ¢ poskytuje horni odhad na optimum primérni tlohy.
Hledame tedy nejmensi takovou horni mez:

(D): min b'y pii A’y >c.
y=0

Vyznam. Vidime, Ze dual LP je pfesné Lagrangetv duél primérni ulohy. Tento
pohled se prirozené zobeciiuje v nelinearni konvexni optimalizaci.

Z praktického hlediska je tedy mozné chapat proménné y bud jako ,vahy* pii skla-
dani omezeni, nebo jako Lagrangeovy multiplikdtory spojené s omezenimi Ax < b.
Obé¢ interpretace vedou ke stejnému duélu.

2 Slaba a silnid véta o dualité

V této sekci pracujeme s diive zavedenym oznacenim:
(P): max c'x pii Ax<b, x>0, (D): min b'y pii ATy >c, y>0.

Uvedeme dveé stézejni véty z teorie duality, a to silnou a slabou vétu o dualité. Slabé véta
formalizuje jednoduchou myslenku — kazdé pripustné feseni dualu déva horni odhad na
hodnotu ucelové funkce v priméarni iloze. Silna véta pak tikéi, Ze pokud existuje optimum
primarni i dualni dlohy, pak se tyto hodnoty rovnaji. Diikaz silné véty v této kapitole
nebudeme uvadét a vratime se k nému pozdéji.

2.1 Slaba dualita

Smysl dualu je hlidat primdrnd Wlohu shora: z nezapornych kombinaci primarnich omezeni
vznikaji nerovnosti, které prevysuji ucelovou funkci. Slaba véta tuto konstrukci prevadi
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na Cisté maticovy vztah mezi libovolnymi pfipustnymi pary x a y.
Véta 7.3: Slaba véta o dualité
Je-li x pripustné pro (P) a y pfipustné pro (D), potom
c'x < b'ly.

Specialné: je-li (P) neomezena, (D) je nepfipustnd; je-li (D) neomezena, (P) je
nepripustna.

D1iikaz véty.
Specialni pripady véty jsou pro svou jednoduchost prenechany c¢tenari k doplnéni —
navod je také v nasledujici poznamce. Diikaz netrividlniho pripadu udélame dvéma
ekvivalentnimi zpusoby.
Retézec nerovnosti. Zx >0 a ATy > ¢ plyne

c’'x < (ATy)'x = y"Ax.
Zy>0aAx <b dile
T T _ T
yAx < y'b = b'y.

Slozenim dostaneme c'x < b'y.

Mezera duality. Definujme mezeru g(x,y) = b"

y — ¢'x. Potom
g(x,y) =y'(b— Ax) +x"(ATy —¢).

Jelikoz b — Ax >0,y > 0, ATy —c > 0 a x > 0, jsou oba s¢itance nezaporné, tedy
g(x,y)>0. Tojepravé c'x < b'y.

Poznamka 7.4: Primé disledky slabé duality

e Pokud maji (P) a (D) pifpustna feseni, plati max c¢'x < min b'y.
prip. x prip. y
e Je-li (P) neomezend a (D) by byla p¥ipustn4, dostali bychom 00 < bTy*, to
by byl zjevny spor. Tedy (D) musi byt nepfipustna. Analogicky pro druhy
Smer.

e Pro libovolny piipustny par (x,y) je mezera duality b'y —c'x > 0. V optimu
je tato mezera dualirt nulova (viz silnd dualita nize).

2.2  Silna dualita

Silna dualita tika, jak jiz nazev napovidé, o optimalni hodnoté tlohy LP néco vic. Diky
ni muzeme f¥ici, ze ma-li jedna z tuloh (at uz primarni, nebo duélni) optimalni feSeni s
kone¢nou hodnotou, pak je ma i druhd a hodnoty jsou stejné. Formalné mizeme toto
tvrzeni shrnout do nésledujici véty:
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Véta 7.5: Véta o dualité linearniho programovani (silna véta o dualité)
Pro dvojici tloh
(P): max c'x pii Ax<b, x>0, (D): min b'y pii ATy >c, y>0.
nastane pravé jedna z moznosti:

1. Ani (P), ani (D) nem4 piipustné feseni.

2. (P) je neomezena a (D) neméa piipustné feseni.

w

. (P) nema piipustné feseni a (D) je neomezen.

W

. Jak (P), tak (D) maji piipustné feseni. Pak existuje optimalni feSeni x* tlohy
(P) a optimalni feSeni y* tlohy (D) a plati

c'x* = b'y*.
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