KAPITOLA 6

DEGENERACE, PIVOTOVACI PRAVIDLA
A EFEKTIVITA

Tato kapitola navazuje na predchozi vyklad
o rovnicovém tvaru, bazickych ptripustnych
feSenich a simplexovych tabulkéch. Nejprve
vysvétlime, co znamené degenerace v kon-
textu simplexové metody a jak se proje-
vuje v tabulce. Dale shrneme pravidla pro
volbu vstupujici proménné, véetné pravidel
zarucujicich konecnost algoritmu. Zavérem
stru¢né okomentujeme efektivitu metody —
pro¢ muze mit teoreticky exponencialni slo-
Zitost, ale v praxi byva velmi rychla.
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Degenerace, pivotovaci pravidla a efektivita

1 Degenerace v simplexové metodé

V predchozich kapitolach jsme vidéli, Ze simplexova metoda prechézi mezi bazickymi
piipustnymi feSenimi, pri¢emz v kazdém kroku se hodnota tcelové funkce zlepsuje. Tento
postup vsak miize narazit na zvlastni situaci, kdy se baze sice zméni, ale hodnota tcelové
funkce ztstane stejna. Takové pripady oznacujeme jako degenerované.

1.1 Jak se degenerace projevuje

V simplexové tabulce se degenerace projevi tim, ze pti volbé vstupujici proménné existuje
sice zlepsujici smér (nékteré r; > 0), ale pomérovy test (4.2) d4 minimalni pomér rovny
nule. V takovém pfiipadé provadime pivot, ale hodnota tucelové funkce z se nezméni —
mluvime o nulovém pivotu nebo nulovém kroku.

Poznamka 6.1: Nulovy krok neni chyba

Takové kroky jsou bézné a nejsou chybou vypoctu. Prosté provedeni pivotu s nulo-
vym krokem vSak miize zptisobit opakovani tabulek, pokud se pravidla volby pro-
ménnych nedefinuji jednoznacné.

Tato situace miize nastat opakované. Piestoze se baze méni, vypocet se geometricky
,boC¢ kolem jednoho vrcholu. Pokud by se pfi takovych nulovych krocich baze opakovala,
mluvili bychom o cykleni. Tomu se budeme vénovat v nésledujici ¢asti.

Poznamka 6.2: Cykleni a kone¢nost postupu

Pokud vypocet simplexovou metodou neskon¢i, musi nutné dojit k cykleni. Divod
je jednoduchy: pocet riznych béazi, které mohou pii vypoctu nastat, je koneény —
konkrétné nejvyse (;)7 coz odpovida vSem moznym vybérum bazi z n proménnych
po m. Aby tedy metoda pokracovala nekone¢né dlouho, musela by se dfive ¢i pozdé&ji
vratit ke stejné tabulce. Pravé proto je nutné zavadét anticyklicka pravidla, o nichz
pojedname v dalsi ¢asti.

1.2 Priklad degenerované tulohy

Priklad 6.3: Degenerovana tiloha a nulovy krok

Uvazujme tlohu
maximalizovat 1z,

za podminek —x;+ 29 <0,
z1 < 2,
T1, 29 > 0.
Pripustna oblast této tlohy je znazornéna na obrazku. Z pohledu geometrie se

optimum nachézi v bodé, kde se protinaji vSechny aktivni nadroviny, coz zde vede
k degeneraci — v optimalnim bodé je jedna z bazickych proménnych nulova.
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Po doplnéni pomocnych proménnych x3, x4 ziskdme rovnicovy tvar
—:1:1+:E2+:1:3:O, 1‘1—1—334:2, .%’iZO,

a Ucelovou funkei
Z = X9.

Odpovidajici poc¢atecni simplexova tabulka ma tvar

r3 = T1 — T2,
Ty = 2—1'1,
z = X3.

Tato tabulka odpovida bazickému pripustnému feSeni
x = (0,0,0,2), z=0,

kde bazi tvori proménné {3, x4}.

Jedinou proménnou, které by mohla vstoupit do béze, je xo, protoze v radku tcelové
funkce méa kladny koeficient. Prvni rovnice vsak dava podminku x3 = 21 — x5 > 0,
a pri r1 = 0 tedy x5 < 0. Zvétseni xo neni mozné, aniz by se x3 stalo zapornym,
a tedy nelze hodnotu tucelové funkce zlepsit.

Prestoze jsme jesté nedosahli optima, zadné dalsi zlepSeni uz tabulka pro danou
proménnou neumoznuje. Provedeme tedy pivot s nulovgm postupem — vyménou xo
do baze (a x3 z baze) ziskdme novou tabulku

Ty = T1 — T3,
Ty = 2—$1,
Z = X1 — I3.

Hodnota ucelové funkce ztistava z = 0, ale baze se zménila. Tato situace predstavuje
typicky degenerovany pivotovy krok: béze se méni, prestoze geometricky odpovida
stale stejnému bodu.
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2 Pivotovaci pravidla a zacykleni

Vidéli jsme, Ze degenerace miize vést k nulovym pivotiim a, jak bylo predesldno, v krajnim
pripadé i k cykleni. Aby simplexova metoda byla prakticky pouzitelnéa, je nutné pfesné
urcit, jakym zptsobem se vybiraji proménné vstupujici a vystupujici z baze. Soubor téchto
pravidel oznacujeme jako pivotovact pravidla.

V predchozich kapitolach jsme blize popsali pravidlo urcujici vystupujici proménnou.
V této ¢asti se nejprve zamérime na volbu vstupugici proménné, ktera urcuje smeér zlepseni,
a nasledné na anticyklickd pravidla, kterd zaruci, ze vypocet vzdy skonc¢i po konecném
poctu krok.

2.1 Pravidla pro volbu vstupujici proménné

Uvazujme znaceni zavedené diive pro obecnou simplexovou tabulku. Pokud v tabulce
existuje vice nebazickych proménnych x; s kladnou hodnou r; > 0, je tfeba urcit, ktera
z nich vstoupi do baze. Volba vstupujici proménné vyrazné ovliviiuje rychlost konvergence
i pocet pivoti. Nize uvadime nékolik nejbéznéjsich pravidel.

1. Nahodné pravidlo. Nejjednodussi myslenka je vybrat sloupec ndhodné. Takovy
vybér sice zachova korektnost metody, ale obecné vede k vétsimu poctu iteraci.

2. Dantzigovo pravidlo. Nejcastéji pouzivanym pravidlem je tzv. Dantzigovo pravidlo.
Vstupujici proménna je ta, kterd ma v radku tcelové funkce nejvétsi kladnou hodnotu 7;.
Tim se maximalizuje okamzité zlepSeni tcelové funkce na jednotku zvysSeni vstupujici
proménné. V piipadé rovnosti hodnot se obvykle rozhoduje podle nejmensiho indexu.

3. Pravidlo maximalniho zvysSeni tcelové funkce. Toto pravidlo (varianta Dant-
zigova principu) voli proménnou, kterd prinasi nejvétsi skutecné zvyseni hodnoty ucelové
funkce na jednotku kroku. V kazdém kroku se tedy voli index, pro ktery je soucin

Tj'AIj

maximalni, kde Az; je povolené zvySeni proménné podle pomérového testu (4.2). Toto

v

Poznamka 6.4: Poznamka k minimaliza¢nimu tvaru

V literatufe se toto pravidlo casto uvadi pro minimalizacni Glohy, kde se voli pro-
ménné zpusobujici nejvétsi pokles hodnoty tucelové funkce. Proto se v angli¢tiné
obvykle nazyva mazimum decrement rule nebo rule of maximum reduction of the
objective function. V naSem vykladu pracujeme s maximaliza¢nim tvarem, a proto
pravidlo prirozené odpovidé vybéru proménné s nejvétsim zvysenim tcelové funkce.

4. Pravidlo nejstrméjsi hrany (steepest edge). Toto pravidlo vybira vstupujici
proménnou tak, aby odpovidajici krok vedl po hrané pfipustné mnoziny v nejvyhodnéjsim
sméru z hlediska riustu ucelové funkce. Z geometrického pohledu se snazime zvolit hranu,
ktera svira s vektorem tucelové funkce nejmensi thel — tedy smér s nejvétsim ,stoupanim*

vzhledem k délce kroku.
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Pii zvygen{ nebazické proménné x; se méni bazické proménné podle d; = Az'a;. Hod-
nota r; udava nartst ucelové funkce, zatimco ||d;|| vyjadiuje délku odpovidajici hrany
v bazickém prostoru. Proto se vybird proménna maximalizujici podil

r
1 ’
1A% a4

tedy zlepSeni ucelové funkce na jednotku délky kroku.

2.2 Cykleni a anticyklicka pravidla

Simplexova metoda je pro nedegenerované ulohy vzdy konecéna. Pro degenerované tlohy
v8ak muze nastat situace, kdy se po nékolika pivotovych krocich (kdy pravidla pro vstupu-
jici a vystupujici proménné jsme jiz popsali) tabulka opakuje, aniz by se zménila hodnota
ucelové funkce. Tento jev nazyvame zacyklent.

Cykleni vznika vyhradné u degenerovanych tloh a je diisledkem nejednoznacnosti ve
vybéru vstupujici nebo vystupujici proménné. Bez specidlniho oSetfeni mtuze metoda pie-
chazet mezi nékolika bazemi, které reprezentuji tentyz vrchol. Krétce si predstavime tii
klasické pristupy, které cykleni vylucuji.

1. Blandovo pravidlo. Blandovo pravidlo, publikovano v roce 1977, stanovuje, ze se
vzdy vybira proménna s nejmensim indexem — a to jak pro vstupujici, tak i pro vy-
stupujici proménnou. Bez hlubsich detailii poznamenejme, Ze toto pravidlo zarucuje, ze
simplexova metoda nikdy nezacykli, protoze posloupnost navstivenych bézi je lexikogra-
ficky rostouci. Nevyhodou je mirné zpomaleni vypoctu, ale v praxi slouzi jako spolehliva
pojistka.

2. Lexikografické pravidlo. Lexikografické pivotovani je silnéjsi variantou Blandova
pristupu. Namisto pouhého porovnéavani indext se pii rovnosti pomérta porovnavaji celé
normalizované fadky tabulky lexikograficky. Z kazdé mnoziny kandidati se vybere ten
radek, jehoz normalizovany vektor je lexikograficky nejmensi. Tento postup je determi-
nisticky, kone¢ny a ¢asto se pouziva i v symbolické formé (napfiklad pii teoretickych
dukazech vlastnosti simplexové metody).

3. Perturbac¢ni metoda. Treti pristup, oznacovany jako perturbacni metoda, spo¢iva
v tom, ze se k pravé strané omezeni b pfi¢tou malé vzajemné rizné hodnoty €1, €3, . .., €,
¢imz se tloha uméle stane nedegenerovanou. Timto zptisobem se jednozna¢né uréi poradi
pivotii a metoda se cyklu vyhne. V praktickych implementacich se ¢asto pouziva tzv. sym-
bolickd perturbace, pri niz se s hodnotami ¢; zachéazi formalné.

Poznamka 6.5: Intuice za perturba¢ni metodou

Zduraznéme, ze ve skutec¢nosti perturbacni metoda ve skute¢nosti neméni samotnou
tlohu, ale pouze forméalné rozlisuje rovnosti v degenerovanych piripadech. Jak bylo
poznamenano, uloha se Te$i s parametry e; symbolicky, tj. pracujeme s limitou
g; — 07. V této limité ziskdme FeSeni, které presné spliuje ptivodni podminky

Ax = b,

takze vysledek perturbované tlohy odpovida feseni tlohy ptuvodni.
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Pro zajisténi konecnosti simplexové metody postaci aplikovat kterékoli z uvedenych
anticyklickych pravidel. Ve vSech pripadech plati, Ze degenerace stéle sice miize vést k nu-
lovym krokim, nikdy vSak nezptsobi nekonecny cyklus.

3 Efektivita simplexové metody

V praxi funguje simplexova metoda velmi dobfe i pro tlohy s velkym poc¢tem proménnych
a omezeni. Pocet krokii potfebnych k nalezeni optima byva v typickych ptipadech prekva-
pivé maly — pro tlohu v rovnicovém tvaru s m omezenimi se vétSinou vystaci s priblizné
2m az 3m pivoty, jak vyplyva z vypocetnich experimentu.

3.1 Kleeho—Mintyho priklad

Z teoretického hlediska je ovSsem znam vysledek, ktery ukéazal, Ze simplexova metoda ne-
musi byt vzdy rychla. Victor Klee a George Minty sestrojili v roce 1972 rodinu umélych
tloh linearntho programovani, pro néz simplexova metoda s klasickym Dantzigovym pra-
vidlem navstivi vsechny vrcholy pfipustné mnoziny.

Jejich konstrukce, znamé jako Kleeho—-Mintyho krychle, je zalozena na vhodné defor-
maci n-rozmérné jednotkové krychle. Tato deformace zajisti, ze simplexova metoda postu-
puje presné po jejich vrcholech v jediném uréeném poradi, a nez dosdhne optima, projde
celkem 2" — 1 pivoti. To znamena, ze v nejhorsim piipadé je pocet kroki exponencialni
v poc¢tu proménnych.

Klee-Mintyho krychle pro n = 2 a n = 3. Tu¢né je vyznacena trajektorie simplexové
metody.

Pro lepsi predstavu lze Kleeho—Mintyho krychli chapat jako ,zesikmenou“ verzi bézné
krychle. Simplexova metoda se v ni pohybuje po hranach v presné uréeném poradi, které
zavisi na zvoleném pivotovacim pravidle. V pripadé Dantzigova pravidla odpovidé trajek-
torie zcela deterministické cesté, ktera nuti algoritmus projit vSechny vrcholy postupné az
k poslednimu. Poznamenejme, ze Kleeho-Mintyho krychle fungujici pro Dantzigovo pra-
vidlo vypada rozhodné bizarnéji, nez vyse uvedny obrazek, a autor si ji zde proto kvuli
svym grafickym limitacim vyhrazuje vynechat.

Podobné konstrukce s exponencialné mnoha pivoty byly nalezeny pro fadu determinis-
tickych pravidel. U nahodnych pravidel jsou znamé subexponencialni horni i dolni meze
— v abstraktnich modelech dokonce existuji i exponencialni dolni meze.
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Nastésti se takové priklady v praxi témér nevyskytuji. Pro bézné formulované tlohy
vede simplexova metoda k optimu velmi rychle.

3.2 Teoretické hranice

Dosud nebylo nalezeno pivotovaci pravidlo, pro které by se dalo dokazat, ze pocet kroku
simplexové metody je vzdy omezen néjakou polynomidlni funkci poc¢tu proménnych n
a omezeni m. Nejlepsi znamé vysledky ukazuji, ze néktera pravdépodobnostni pivotovaci
pravidla maji v prumeéru oc¢ekavany pocet pivotu fadu

(@) (e Cm) ,

kde C je ,nevelka“ konstanta, kterou dale rozebirat nebudeme. Tato hodnota je sice vy-
razné lepsi nez exponencialni 2", ale stale horsi nez polynomialni cas.

Otézka, zda existuje pivotovaci pravidlo simplexové metody, které by zarucilo polyno-
midlni horni mez poc¢tu pivoti (silné polynomialni v n,m), zistava oteviena.

Historicka Hirschova domnénka®, ktera §la dat se zminénym otevienym problémem do
souvislosti, (Ze pramér grafu vrcholi mnohosténu je nejvyse ,pocet stén minus dimenze®)
v obecné podobé jiz jisté neplati?. Presni obecna horni mez priméru vsak stile neni
zndma — nejlepsi znamé obecné meze jsou kvazipolynomialni, nikoli polynomialni. Pro
nékteré specialni t¥idy polyedri plati ostiejsi (Casto polynomialni) odhady.

Poznamka 6.6: Priumér vs. pocet pivoti

Primér grafu polyedru a pocet pivoti simplexové metody spolu souviseji, ale nejsou
totozné veli¢iny: prumér je Cisté geometrickd charakteristika, zatimco pocet pivotu
zavisi 1 na zvoleném pivotovacim pravidle a konkrétni trajektorii algoritmu.

YDomneénka (1ze ji zde najit, nejde viak o prvni zminku, ta pochéazi z dilny Warrena M. Hirsche z
roku 1957): E. D. Kim, F. Santos, An Update on the Hirsch Conjecture (2009), https://arxiv.org/
pdf/0907 . 1186.

2 Protipriklad: F. Santos, A Counterezample to the Hirsch Conjecture, Annals of Mathe-
matics  176(1):383—412  (2012), https://annals.math.princeton.edu/wp-content/uploads/
annals-v176-n1-p07-p.pdf.
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