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Tato kapitola predstavuje vypocetni jadro
LP ve standardnim rovnicovém tvaru v po-
dobé zakladni simplexové metody. Budeme
pracovat s bazicky pfipustnymi feSenimi
a se simplexovymi tabulkams, tj. specialné
usporadanymi soustavami rovnic pro pro-
ménné xq,...,T, & pomocnou promeénnou
z reprezentujici hodnotu tucelové funkce.



Simplexovy algoritmus — zaklady metody.

1 Uvodni piiklad bez potizi

Simplexovy algoritmus (Dantzig, 1947) fesi ulohy linearniho programovéani postupnym
prechodem mezi bazicky pfipustnymi body polyedru. Geometricky si miizeme metodu
predstavit tak, ze vybira hranu pripustné oblasti, po niz se hodnota tcelové funkce zvy-
Suje, a presouva se z jednoho vrcholu do sousedniho, dokud nenarazi na optimum nebo
neprokaze neomezenost. Vypoctové pracujeme se simplerzovou tabulkou a elementérnimi
radkovymi upravami v duchu Gaussovy eliminace. V praxi existuje mnoho optimalizaci,
zde, v rdmci této kapitoli, si v8ak vysta¢ime se zakladni jednofazovou verzi.
Budeme pouzivat tlohu v maximalizacnim rovnicovém tvaru

max c'x pii Ax=b, x>0,

kde A € R™*" ma fadky linedrné nezavislé.

Pro zahajeni metody predpokladame, ze mame k dispozici vychozi béazicky pripustny
bod x% (zptisoby jeho nalezeni budou uvedeny pozdéji). Algoritmus pak generuje po-
sloupnost bazickych piipustnych boda x[%, x[M . .. kde po sobé jdouci body jsou sousedni
(sdileji m — 1 bézickych proménnych). V p-tém kroku simplexové metody se odhali pravé
jedna z moznosti:

1. x[! je optimalni.
2. Uloha je neomezena.

3. Existuje sousedni bazicky bod xP*! se zvétsenou hodnotou ¢'xP+1 > cTxPl| ktery
z tabulky primo zkonstruujeme.

V nasledujicim piikladu ukazeme cely postup na konkrétni tloze a poté oddélené vy-
svétlime simplexovou metodu obecné.

Pi#iklad 4.1: Uvodni p¥iklad na simplexovou metodu

Zacneme Tesenim elementarni tilohy v nerovnicovém tvaru

—r1 +x9 < 1,
xlggv
$2§27

T1,T2 Z 0.

maximalizovat z; + x- za podminek

Po zavedeni pomocnych proménnych x3, x4, x5 dostaneme rovnicovy tvar
—T1 + T2 + 13 =1, 1+ x4 =3, Ty + x5 = 2, 12345 > 0,

a rovnici ucelové funkce z = x1+x45. Této tloze pritadime tzv. poc¢ateéni simplerovou
tabulku:
23 =1+ — 29,

I4:3—J)1,
Ts = 2 — Iy,
Z = X1 + Ta.

Pro z1 = x5 = 0 je bézicky pripustné feseni x = (0,0,1,3,2) a z = 0.
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Krok 1. Vstupuje x,, vystupuje z3. ZvySujeme z volbou nebézické proménné
s kladnym koeficientem v poslednim radku; vhodné jsou x; i 5. Zvolime x5. Neza-
pornost béazickych proménnych omezuje rist zs podminkami

x3=1—292>20, 24=32>0, z25=2-—1222>0,
tedy nejpiisnéji zo < 1. Polozime z9 = 1 a x3 = 0. Z prvni rovnice vyjadiime
To = 14 Iy — X3

a dosazenim ziskdme novou tabulku

$2:1+l’1—]}3,
Ty =3 — 11,
5 =1—x1 + 23,

Z:1+21}1—ZE37

s bazi {2,4,5} a hodnotou z = 1 (pro z; = z3 = 0).

Krok 2. Vstupuje z;, vystupuje z5. 2-fadek ma kladny koeficient u x, takze
muzeme rist z zajistovat zvySovanim x;. Omezeni:

ro = 1+ 21 (neomezuje), z4=3—-21>0=>2,<3, 25=1—-2;>0=12; <1
Nejprisnéjsi je z; < 1, proto nastavime x; = 1 a x5 = 0. Z tfeti rovnice vyjadiime

T = 1+ I3 — Ty
a po dosazent:

T = 1+ I3 — Is,

Ty = 2 — Ts,

Ty =2 — x3+ Ts5,

z =3+ x3 — 2xs.

Béaze je nyni {1,2,4} a pro x3 = x5 = 0 dostavame z = 3.

Krok 3. Vstupuje z3, vystupuje 4. Z-tadek dovoluje zvySovat x3. Nezapornost
omezuje jen rovnice

Ty=2—x3+25 > 0= 23 <2+ x5,

ostatni bazické proménné nezapornost neporusi. Polozime x5 = 0 a x3 = 2, ¢imz
x4 = 0. Z tfeti rovnice dostaneme

T3 =2+ T5 — T4,
a finalni tabulka ma tvar

Ty = 3— Ty,

To =2 — s,

T3 — 2 — T4+ Ts,

Z2=050—T4— 5.
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V poslednim fadku jsou koeficienty nebazickych proménnych nekladné, takze nelze
zvysit z bez poruseni pripustnosti. Optimalni feseni je

x = (3,2,2,0,0), z*=5.

Skutec¢né jsme nasli optimalni feSeni. Uvazme libovolné pfipustné feseni X =
(Z1,...,T5) nasi ulohy, s hodnotou ucelové funkce rovnou néjakému Z. Jisté X a
Z splnuji vSechny rovnice v posledni tabulce, které jsme dostali z ptivodnich rovnic
tlohy ekvivalentnimi upravami, a tedy musi platit

5=5— 54— Fs.

To spolu s podminkami nezapornosti x4, T5 > 0 dava z < 5. Tabulka dokonce i navic
poskytuje i dikaz, ze x = (3,2,2,0,0) je jediné optimalni feseni: pokud z = 5, tak
x4 = x5 = 0, a to jednozna¢né ur¢uje hodnoty ostatnich proménnych.

Poznamka 4.2: Geometricka ilustrace.

Postup metody odpovida posunu z vrcholu do vrcholu po hranach pripustného
mnohothelniku ve sméru ristu z; + x2. Trajektorii ukazuje obrazek:

—x1 + T2 S 1
(1,2) (3,2)
) S 2
(0,1)
A
(1)1) €9 > 0
0,0
(0,0) S0
1 S 3

2 Neomezenost tlohy a vice optimalnich reSeni

V predchozim jednoduchém piikladu probéhl algoritmus bez zadrheli. V praxi se vsak
mohou objevit komplikace, které podrobné popiseme pozdéji. Nejdiive prozkouméme, jak
se metoda chova pifi neomezenosti tilohy a jak odhali vicero optimélnich feSeni tlohy.
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Piiklad 4.3: Neomezenost tlohy
Ukazme na prikladu, jak simplex rozpozné neomezenou tulohu

X1 — T2 S 17
maximalizovat x; za podminek —uz; 4+ x5 <2,

x1, T2 2 0.
Po zavedeni x5, x4 a rovnici z = x1 mame

x3=1—121 + 29,
Ty =2+ 11 — T2,

zZ=a.
V z-fadku mé x; kladny koeficient, proto jej zavedeme do béaze; z prvni rovnice
Ty =1+ 19 — w3,

a po dosazeni
Ty =3 — 3, z2=14x9 — x3.

Pokud nyni chceme zavést do baze x5, vSimneme si, ze Zaddné rovnice nerestriktuje
) )

jeho rust: v pravych stranach se x5 neobjevuje se zapornym koeficientem. Muzeme

tedy volit 9 = t, x3 = 0 libovolné velké a dostavame

(l’l,$2,$37l’4,2) = (1 +t7 ta 07 37 1 +t>a t Z 07

coz dokladé neomezenost. Geometricky jde o poloptimku na hrané pripustné oblasti:

—x1+ 22 <2

.1‘1—1'2§1
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Piiklad 4.4: Simplexova metoda — tsecka optimalnich reseni

Pomoci simplexové tabulky vyresme nasledujici maximaliza¢ni ulohu:
i e S 5,
X1 S 47
X2 S 37

L1, T2 Z 0.

maximalizovat x; + x» za podminek

Po pridani dopliikovych proménnych x3, 24, x5 ziskdme soustavu
T1 + Z2 + T3 = 5, z1+ x4 =4, T2 + x5 = 3, T12345 = 0,
a ucelovou funkci
Z = X1 + Za.

Pocatecéni simplexova tabulka:

T3 =9 — X1 — Ty,

Ty =4—1,

Ty = 3— T2,

2 =21+ Za.

Krok 1. Vybereme x5 jako vstupujici. Omezeni:
T3 =0—21— Ty, Ty=4—2x1, x5=3—Ts.
Nejpiisnéji omezuje x5 < 3 (tfeti rovnice), proto x5 vystupuje a
To = 3 — 5.

Dosadime:
x3 =2 —x1 + Ts,
Ty =4 — 21,
T = 3—1)5,
z2=3+x1 — Ts.

Baze {2,3,4}, pro 1 = x5 =0 je z = 3.

Krok 2. ZvySujeme x;. Omezeni:
T3 =2—x1+ x5 >0, rs=4—x1 > 0.
Nejpfisnéji omezuje x1 < 2 (prvni rovnice). Vstoupi zy, vystoupi zs:
1 =2+ x5 — 3.

Po dosazeni:
x1 =2+ x5 — 23,
To9 = 3 — x5,
Ty =2 — x5+ T3,
z=05—x3.
Baze {1,2,4}. Pro x3 = 5 =0 je z = 5.
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Optimalni feSeni. V z-fadku nejsou kladné koeficienty a u x5 je nula, jsme v
optimu. AvSak rozebereme-li si feSeni, vidime, Ze pii z3 = 0 a x5 € [0, 2]:

(x1,22) = (2 + x5, 3 — x5), z =15,

tj. usecka mezi (2, 3) a (4, 1) urcuje body, kde v kazdém z nich je nabyvano optimalni
hodnoty.

1 +22 <5

29 < 3 /7777\(2,3)

(1’1) z9 >0

z1 >0

11§4

3 Simplexové tabulky

To, co jsme zatim vysvétlili pouze prikladech, zkusme zformulovat v této a nésledujici
sekci obecné.
Uvazujme obecnou maximalizacni lohu v rovnicovém tvaru

maximalizovat c¢'x za podminek Ax =b, x> 0,

kde A € R™*™ méa radky linearné nezavislé a pripustnd mnozina neni préazdna. Pro pri-
pustnou bazi B C {1,...,n}, |B| = m, ozna¢me N = {1,...,n} \ B.

Simplexova tabulka

Simplexovd tabulka piitazena bazi B je soustava

XB:p+QXN7

4.1
z:zo+rTxN, ( )

jejiz mnoZina feSeni v proménnych (x,z) je shodna s mnozinou feseni Ax = b a
z = ¢"x. Zde xp je vektor bazickych proménnych, N = {1,...,n}\ B,xy je vektor
nebazickych proménnych. Dale p € R™, r € R*™, z € R a Q € R™x(n=m),
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Bazicky pripustné feseni k simplexové tabulce okamzité vycteme: dosadime xy = O,
tedy xp = p a hodnota ucelové funkce je z = z.

Tvary p, @, r a zg lze snadno vyjadiit pomoci B a A, b, c. Podotknéme, Ze nésledujici
vzorecky je ale zbytecné si pamatovat, v pripadé potieby se lehce odvodi.

Lemma 4.5: Jednoznacnost a tvar koeficienti simplexové tabulky

Pro kazdou pfipustnou bazi B existuje pravé jedna tabulka (4.1) a jeji koeficienty
jsou dany

Q=—-A3'Ay, p=Azb, z=cpAz'b, r=cy—(chAz'AN)".

Diikaz lemma.
Diikaz pouze naznacime, detaily jsou pfenechany c¢tenafi. Z Ax = b po rozkladu na
bazi a nebézi dostaneme xp = Al}lb - A;A NXn, tj. prvni fadek. Druhy fadek vznikne
dosazenim do z = c"x = cxp + cyxy. Jednoznaénost plyne z jednoznacnosti A5' a

dokaze se sporem uvazovanim jiné simplexové tabulky pro stejnou bazi B.

4 Simplexova metoda — obecné zaklady

4.1 Kritérium optimality

Splije-li v tabulce (4.1) posledni fadek, Ze jsou vSechny koeficienty u nebazickych pro-
ménnych nekladné, tj.
r <0,

pak prislusné bazické pripustné feseni je optimalni. Skutecné, bazické pripustné reSeni
prislusné takové tabulce mé ucelovou funkci rovnou zp, a pro libovolné jiné piipustné
FeSeni X mame x5y > 0 a

CT)~( = Zzo+ I'T)~CN < 2.

4.2 Pivot — volba vstupujici a vystupujici proménné

Prechod z baze B na novou bazi B’ se fidi dvéma kroky:

e Vstupujici proménna. Zvolime nékterou nebéazickou proménnou z, s kladngym ko-
eficientem v z-rfadku, tj. r, > 0. Jen u téchto proménnych muze riust z, zvétsit z.
Toto kritérium typicky spliuje nékolik nebazickych proménnych, takze pro vstupu-
jici proménnou je obvykle vic moznosti. O jejim vybéru rfekneme vice v nasledujici
kapitole.

e Vystupujici proménnd. Zachovejme nezapornost bazickych proménnych pii zvy-
Sovani x,. Pisme tabulku po slozkich jako

n—m
Tj = pi+ E Qik Te,, t=1,...,m,
k=1

kde B={j1 < - <jmlaN={l; <--- < ly_n}. Refeno slovy, j; je i-ty nejmensi
prvek mnoziny B a {j je k-ty nejmensi prvek mnoziny N.
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Necht v = /; je index zvolené vstupujici proménné. Protoze vSechny nebazické pro-
meénné xy, , k # t, maji zistat nulové, podminka nezadpornosti proménné x;, omezuje
mozné hodnoty vstupujici proménné x,, prostiednictvim nerovnosti —gq;xs, < p;.

Pokud ¢;; > 0, tato nerovnost zvySovani x,, nijak neomezuje, zatimco pro ¢;; < 0
déava ohraniceni zy, < —p;/q;r. Tedy volime z;, jako vystupujici, kde

Gt <0 a —&zmin{—ﬁ|qit<o,z'=1,...,m}. (4.2)
qst dit

To znamena, ze v uvazované simplexové tabulce si vSsimame jen fadku, v nichz je
koeficient x, zdporny. V téchto rddcich tim koeficientem vydélime slozku vektoru p,
zménime znaménko, a ze vSech takovych podilii hleddme minimum.

Pokud neexistuje zadny radek s ¢; < 0, pak lze z, zvétSovat bez omezeni a tloha
je neomezena.

Formalné musime ukézat, ze funk¢nost simplexové metody je pii pivotovani zachovéana.

Lemma 4.6: Korektnost pivotu

Necht B je pripustna béze a zvolime z, a z;, podle pravidel vySe. Pak nova baze
B' = (B\ {js}) U{v} je pripustna. Pokud neni splnéna zadna podminka pro volbu
vystupujici proménné, je tiloha neomezena.

Dtikaz lemma vynechame, protoze neni nikterak zazivny.

Poznamka 4.7: Usecka optim s novym znac¢enim

Uvazujme posledni piiklad, kde jsme narazili na tisecku urcujici nekone¢né mnoho
optimélnich reseni ulohy. V posledni tabulce obecné plati

-
X =p+ @ Xy, Z=2y+Tr Xy.

Pro max-tlohu: r < 0 znamena optimum. Je-li vSak nékteré r, = 0, pak lze zvySovat
x, bez zmény z. Pokud soucasné existuje tadek s ¢;, < 0, ratio-test dava interval
t € [O,min{—pi/qw | ¢iw < 0}} Pro t = 0 jsme v jednom optimalnim BFS, pro
t rovné druhému kraji intervalu ziskdme jiné optimalni BFS. Tyto dva vrcholy
vymezuji optimélni hranu a v8echny jejich konvexni kombinace tvoii iisecku optim.
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