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Tato kapitola predstavuje geometricky za-
klad linedrniho programovani. Vysvétlime
klicové pojmy konvexity a popiSeme geo-
metrii mnohostént. UkdZeme, jak se v mno-
hosténu obecné urcuji vrcholy a jak je lze
chapat geometricky.

Druha cast se zaméfuje na bazickd pri-
pustné feSeni v rovnicovém tvaru tlohy li-
nearniho programovéani. Stru¢né popiseme
jejich definici, zakladni vlastnosti a otazku
degenerace, kdy stejny bod mize odpovi-
dat vice bazim.
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1 Uvod do konvexity

Konvexita je velmi dulezity pojem a to nejen v teorii linearntho programovani. Ptipo-
meneme zkraje nékolik nejzasadnéjsich definic a vysledku, diky kterym budeme moct
snadnéji ziskat geometrickou predstavu o feseni LP.

1.1 Konvexni kombinace, konvexni a afinni obal

Zacnéme samotnym pojmem konvexni kombinace a konvexni mnoziny. Tyto pojmy tvori
zakladni kdmen geometrie linedrniho programovani — umozni ndm pozdé€ji presné popsat
polyedry, extrémni body i optimalni feSeni.

Definice 2.1: Konvexni kombinace a konvexni mnoZina

Necht S C R™. Vektor x € R™ nazveme konvezni kombinaci boda xV, ... x*) € S,
pokud existuji koeficienty A, ..., A\x > 0 spliujici Zle Ai=1a

k
X = Z A x@,
i=1

Mnozinu C' C R™ nazveme konvexni, jestlize spolu s libovolnymi x,y € C' obsahuje
i v8echny konvexni kombinace tvaru x + (1 — 6)y pro 6 € [0, 1].

(a) Nekonvexni (b) Konvexni

Obrazek 2.1: Piiklady nekonvexnich a konvexnich mnozin.

Na konvexni kombinace tizce navazuji afinni kombinace. Ty ndm umozni odlisit ryze
linearni , prubézné spojovani bodu“ od skutecné konvexity, ktera navic vyzaduje nezapor-
nost koeficientu.

Definice 2.2: Afinni kombinace, afinni obal, konvexni obal

Necht S C R™. Afinni kombinaci bodit xV, ... x® rozumime vyraz Zle a;x
s SF oy = 1. Afinnd obal aff(S) je mnozina viech afinnich kombinaci bodit z S.
Konvezni obal conv(S) je mnozina vSech konvexnich kombinaci bodii z S.

P1i interpretaci je dobré mit na paméti, co presné znamena ,obal® v geometrickém
smyslu — jedna se o nejmensi objekt urc¢itého typu, ktery obsahuje danou mnozinu. V
piipadé konvexniho a afinnfho obalu to shrnuje néasledujici poznamka.
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Poznamka 2.3: Geometricky vyznam

Necht S C R". Konvexni obal je ,nejmensi* konvexni mnoZina obsahujici S (v R? ty-
picky tsecky a trojuhelniky a jejich zobecnéni, v R® mnohotihelniky a mnohostény).
Afinni obal je ,nejmensi“ afinni podprostor obsahujici S (pfimky a roviny, atd.).

Priklad 2.4: Konvexni obal t¥i bodu

Je-li S = {a,b,c} C R? v obecné poloze, pak conv(S) je trojuhelnik s vrcholy v
a,b,c.

Tento jednoduchy priklad nam ukazuje konkrétni podobu konvexniho obalu. Nyni uve-
deme obecnou charakterizaci, ktera plati pro libovolné mnoziny v R".

Lemma 2.5: Charakterizace konvexniho obalu

Konvexni obal C' mnoziny X C R" je roven mnoziné

m m
CN':{ZthZ,mZI, L1,y Ty € X, tl,...,tsz,Ztizl}
i=1 i=1

vSech konvexnich kombinaci koneéné mnoha bodu z X.

Diikaz lemma.

Nejdiiv dokazeme indukci podle m, ze kazda konvexni kombinace musi lezet v C'. Pro
m = 1 je to zfejmé a pro m = 2 to plyne pfimo z definice konvexity. Bud m > 3 a necht
r =tx+- - +1t,T, je konvexni kombinace bodi z X. Pro t,, = 1 médme x = x,, € C.
Prot,, < 1polozmet, =t;/(1—t,), i=1,2,..., m—1. Pak o' =t\x1+-- -+t _Tm
je konvexni kombinace bodi xy,...,2,_1 (ta t; se se¢tou na 1) a podle indukéniho
predpokladu o’ € C. Takze x = (1 — t,,)2" + t;n 2y, je konvexni kombinaci dvou bodi z
(konvexni) mnoziny C' a také lezi v C.

Tim jsme dokézali C' C C. Pro opa¢nou inkluzi staci ukazat, ze C' je konvexni, tj.
ovEFit, ze jsou-li 2,y € C' dve konvexni kombinace a t € (0,1), pak tx + (1 —t)y je zase
konvexni kombinace. To je zcela pfimocaré a dovolime si to vynechat.

Obrazek 2.2: Konvexni obal mnoziny X v R2.

1.2 Nadroviny, poloprostory a spol.

Rovinnymi objekty v prostoru vyssich dimenzi jsou zédkladnim stavebnim kamenem LP.
Umozni nam popsat zejména pripustné oblasti linearnich program.
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Definice 2.6: Nadrovina a poloprostor

Necht a € R™, 5 € R. Nadrovina je mnoZina
H(a,B):={xeR"|a'x = j3}.
Uzavreny poloprostor je

H (a,B) = {xeR"|a"x < p}.

Kazdé nadrovina tedy rozdéluje prostor R™ na dva poloprostory a je jejich spole¢nou
hranici. Pozdéji se ukaze, ze pravé takto lze popsat i mnozinu vSech piipustnych feSeni
linedrniho programu.

Definice 2.7: Afinni mnoZina

Mnozina M C R™ je afinni, pokud je uzaviené na afinni kombinace (tj. je posunem
linearniho podprostoru).

Vime uz, ze konvexni kombinace a pruniky spolu dobfe funguji. Pfesnéji to vyjadiuje
nasledujici tvrzeni, které se opakované uplatni v dalsim vykladu.

Véta 2.8: Prinik konvexnich mnozin je konvexni

Necht (C);er je rodina konvexnich mnozin v R™. Pak C' :=[),_; C; je konvexni.

iel
Diikaz véty.
Vezméme x,y € C a 6 € [0,1]. Pro kazdé i € I jsou x,y € C; a konvexita C; dava
Ox+ (1 -0)y € C;. Tedy Ox+ (1 = 0)y € (,.; Ci = C.

Tento jednoduchy fakt ma dalekosahly dusledek, a to Ze prinik kone¢né mnoha po-
loprostorii je vzdy konvexni mnozina. Nazyvame ji konverni mnohostén. Pravé s témito
objekty se budeme v linedrnim programovani setkévat neustéle.

Definice 2.9: Konvexni mnohostén (polyedr)

Konvexni mnohostén neboli polyedr je mnozina vSech Teseni kone¢ného systému
line4rnich nerovnic,

P={xeR"| Ax < b}.

Ekvivalentné jej muzeme chépat jako prinik konecné mnoha uzavienych polo-
prostori v R”.

Poznamka 2.10: Omezené a neomezené mnohostény

Vsimnéme si, ze konvexni mnohostén miize byt i neomezeny, napiiklad jeden polo-
prostor je téz konvexni mnohostén. V literatuie se nékdy konvexnim mnohosténem
mini pouze mnohostén omezeny, tj. takovy, ktery se da umistit do néjaké dostatecné
velké koule. V angli¢tiné se proto rozlisuje convex polyhedron, coz je konvexni mno-
hostén podle nasi definice, a convezr polytope, coz je omezeny konvexni mnohostén.
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Konvexni mnohostény (resp. polyedry) mohou byt omezené i neomezené, mohou mit
riazné dimenze a v geometrii linedrntho programovani zastupuji mnoziny pripustnych re-
Seni. Je proto uzite¢né zavést i pojem dimenze.

Definice 2.11: Dimenze konvexniho mnohosténu

Dimenze konvexniho mnohosténu P C R™ je dimenze nejmensi afinni mnoziny (tj.
afinniho podprostoru), do niz lze P umistit. Ekvivalentné jde o nejvétsi d, pro néjz
P obsahuje afinné nezavislou (d + 1)-tici bodu.

Na zavér uvedme nékolik jednoduchych, ale ilustrativnich piikladi konvexnich mno-
hosténii. Tyto priklady se objevuji v mnoha oblastech matematiky a zaroven dobre uka-
zuji, jak 1ze pomoci linearnich nerovnosti popsat znama télesa.

Priklad 2.12: Priklady konvexnich mnohosténti

e n-dimenzionalni krychle: [—1, 1]", popsatelna jako prinik 2n poloprostori.

e n-dimenzionalni k¥izovy mnohostén: {x € R" : |z;|+ -+ |z,| < 1}, pro
n = 3 jde o pravidelny osmistén.

n=1 n=2 n=3

e Pravidelny n-dimenzionalni simplex: {x € R"*': z; >0, Y" 'z, = 1}.
Vsimnéme si, ze simplex je mnozina piipustnych feSeni tlohy linearniho pro-
gramovani s jedinou rovnici x; + 29 + -+ - + 2,41 = 1 a podminkami nezapor-
nosti. Obecné simplex v R" je konvexni obal n + 1 afinné nezavislych bodu.
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V geometrii konvexnich mnohosténti maji zvlastni vyznam tzv. vrcholy, tedy body
predstavujici ,rohy* ¢i ,8picky” daného télesa. Pravé v téchto bodech se casto realizuji
optiméalni feSeni linearnich programi, nebot linearni funkce dosahuje svého maxima (¢i
minima) v nékterém z vrchola. Formalni definici vrcholu podame pomoci linearnich funkei
a nadrovin, které se mnohosténu dotykaji pravé v jediném bodé.

Definice 2.13: Vrchol konvexniho mnohosténu

Bod v € P C R" nazveme wvrcholem konvexniho mnohosténu P, pokud existuje
nenulovy vektor ¢ € R" takovy, 7e ¢'v > c'x pro kazdé x € P\ {v}. Ekvivalentn&
je v jedinym mistem, kde je dosaZeno maxima linearni funkce c'x na P.

Poznamka 2.14: Geometricka interpretace

Vrchol konvexniho mnohosténu si muzeme predstavit jako ,roh* ¢i ,Spicku”. Kazda
nadrovina tvaru {x € R" : ¢'x = c¢"v}, kterd odpovida linearn{ funkci dosahujici
maxima v v, se P dotyka pravé v tomto bodé. Na obrazku vidime situaci v R3, kde
nadrovina urcena vektorem c protind mnohostén pouze ve vrcholu v.

2 Bazicka pripustna reSeni

V celé sekci budeme pracovat s rovnicovym tvarem pro maximalizac¢ni tlohu zavedenym
drive. Tento tvar je pro nasi geometrii klicovy. Z kurzu linearni algebry vime, Ze feSenim
soustavy linearnich algebraickych rovnic je afinni podprostor R". Tedy pfipustnd mnozina
je prunik této afinni mnoziny {x | Ax = b} a nezdporného ortantu' {x | x > 0}, a proto

1Zobecnéni pojmi kvadrant v R? a oktant v R? do obecné dimenze.
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je P konvexni mnohostén.
Zdtraznéme zde jesté jednou zminéné dilezité pozorovani, s kterym se dale setkame i
v dalsich kapitolach.

Piipustnad mnozina je konvexni mnohostén

Nezavisle na tom, zda linedrni program zapiSeme v nerovnicovém tvaru nebo v
rovnicovém tvaru, vidy dostdvame konvexni mmnohostén, jelikoz jde to prunik
kone¢né mnoha nadrovin a poloprostor.

Pokra¢ujme dale s hlavnim obsahem této sekce. Pro korektnost uvedme nyni dulezity
predpoklad a to ten, ze budeme pozadovat, aby soustava rovnic z nasi tilohy méla alespon
jedno TeSeni a ze Tadky matice A z ulohy jsou linearné nezavislé.

Zjevné pokud by soustava rovnic neméla ani jedno feSeni, nemélo by smysl se danou
tlohou viibec zajimat. To, Ze ma soustava alespon jedno FeSeni, snadno ovéfime napiiklad
pouzitim Gaussovy eliminace. Dale pokud by néktery z radki urcujici matice byl lineadrni
kombinaci ostatnich, byla by prislusné rovnice nadbytec¢na a mohla by bez zmény mnoziny
feSeni byt odstranéna.

Mezi ptipustnymi feSenimi tlohy linedrniho programovéani maji vysadni postaveni tak-
zvana bazickd pripustnd Teseni. Nez je zavedeme, ustalime stru¢né znaceni pro vybér
sloupcti matice a slozek vektoru.

Definice 2.15: Znaceni pro vybéry z matice a vektoru

Necht B C {1,2,...,n}. Matici Ag rozumime tu matici, ktera vznikne z A vybra-
nim sloupci s indexy v B (v daném poiradi). Pro vektor x € R" ozna¢ime xp vektor
slozek ;s j € B.

Toto znaceni nam umozni vyjadrit bazicka TeSeni velmi strucné: ,nebazické” slozky
polozime na nulu a ,bazické” dopocteme ze ¢tvercového systému.
Definice 2.16: Bazicky piipustné feSeni (BFS)
Vektor x € R” je bazicky pripustné reseni ulohy
maximalizovat ¢'x za podminek Ax =b, x > 0,

jestlize x je pripustné feSeni a existuje m-prvkova mnozina B C {1,2,...,n} takova,
ze
e (Ctvercova) matice Ap je regularni (sloupce indexované B jsou linearné neza-
vislé),
e z; =0 kdykoli j ¢ B.
Ekvivalentn&: polozime-li xy = 0 pro N := {1,...,n} \ B, potom xp = Az'b.
Je-li takova mnoZina B pevné zvolena, proménnym x; s j € B fikdme bdzické promenneé,

zatimco zbyvajici se nazyvaji nebdzické. Kratce fe¢eno, v bazicky pripustném feSeni jsou
vSechny nebazické slozky rovny nule a bazické jsou dany fesenim soustavy Agxp = b.
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Piiklad 2.17: Ukazka bazického pripustného reSeni

Vektor x = (0,2,0,1,0) je bazicky pfipustné feSeni pro

153 46
A_<O 3 s 6), b=(14,7), B={24}.

51) g) je regularni a xy = 0 pro N = {1, 3,5}, zatimco xp =

(2,1) spliwuje Agxp = b.

Skutecné, Ap =

Poznamka 2.18: BFS nezavisi na vektoru koeficientd ucelové funkce

Vsimnéme si, ze v definici BFS se nevyskytuje vektor c. Béazicky pfipustnd reseni
jsou Cisté geometrickou vlastnosti mnohosténu P, tedy zéaviseji pouze na A a b.

Pro nékteré ivahy je pohodIné definici bazického ptripustného feseni trochu preformu-
lovat.

Lemma 2.19: Pripustné feSeni a linearni nezavislost

Pripustné feseni x tlohy v rovnicovém tvaru je bazické, pravé kdyz sloupce matice
Ak jsou linearné nezavislé, kde K = {j € {1,2,...,n} | z; > 0}.

DAiikaz lemma.
Jedna implikace je zfejmé: je-li x bazické pripustné feseni a B je prislusna m-prvkova
mnozina jako v definici, pak K C B a sloupce matice Ax jsou linedrné nezavislé.
Obréacené, necht x je takové, Ze sloupce matice A jsou linearné nezavislé. Jestlize
| K| = m, mizeme v definici bazického pripustného feSeni prosté vzit B = K. Jinak do-
plnime K na m-prvkovou mnozinu B pfidanim dalsich m — | K| indext tak, aby sloupce
matice Ag byly linedrné nezavislé. To vzdycky jde, napiiklad podle Steinitzovy véty
z linearni algebry (v naSem pfipadé potiebujeme linearné nezavislou mnozinu sloupcii
Ak doplnit dalsimi sloupci matice A na bazi sloupcového vektorového prostoru).

Véta 2.20: Jednoznacnost bazického pripustného reseni

Bazické pripustné feseni je jednozna¢né ur¢eno mnozinou B. To znamena, Ze pro
kazdou m-prvkovou mnozinu B C {1,2,...,n}, pro niz je Ap regularni, existuje
nanejvys jedno piipustné feseni x € R", ve kterém z; = 0 pro vSechna j ¢ B.

Driikaz veéty.
Aby x bylo pripustné, musi platit Ax = b, a levou stranu muZzeme rozepsat Ax =
Apxp+ Ayxy, kde N = {1,2,...,n}\ B. Podle definice béazického piipustného reseni
je vektor x,y nebazickych proménnych roven 0, takze vektor xp bazickych proménnych
splituje Agxp = b. A tady se vyuZije podminky, Ze Ap je regularni: soustava Agxg = b
mé pravé jedno feSeni Xp. Jestlize Xg mé vSechny slozky nezédporné, pak mame pro
uvazované B presné jedno bazické pipustné reseni (doplnime X 5 nulami), a jinak zadné.

Ctenaf necht si rozmysli, ze jednomu bazickému pripustnému feSeni miize odpovidat i
mnoho riznych mnozin B.
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Zavedeme takovéto nazvoslovi: m-prvkovou mnozinu B C {1,2,...,n}, pro kterou je
matice Ap regularni, budeme nazyvat bdze. Jestlize navic B urcuje béazické pripustné
feseni, tj. jestlize (jediné) feSeni soustavy Apxp = b je nezaporné, budeme B oznacovat
za pripustnou bdzi.

Nami pouzivany pojem béze je do jisté miry lenivé a zkracené vyjadiovani, které sa-
moziejmé neodpovida bazi ve smyslu definice z linearni algebry. Konkrétné tim myslime,
ze mnozina sloupct vybrané matice Apg je baze sloupcového prostoru matice A.

S pouzitim tohoto nazvoslovi na zavér definujme jesté jeden dilezity pojem tykajici se
bézickych pripustnych feseni a tloh LP.

Definice 2.21: Degenerace bazického pripustného resSeni

Rekneme, 7e bazicky pripustny bod x € P je nedegenerovany, jestlize x; > 0 pro
kazdé j € B, kde B je prislusna baze. V opacném piipadé fikdme, Ze bod je dege-
nerovany.

Dale ulohu linearniho programovani nazveme nedegenerovanou, jestlize kazdy ba-

zicky pripustny bod je nedegenerovany. V opac¢ném pripadé jde o degenerovanou
tlohu.

Degenerovanost muze byt zptisobena napt. nadbytecnym omezenim. Pro degenerovanou
tlohu je typické, Zze nam ruzné baze daji stejny bazicky pripustny bod. Degenerovanou
tulohu muzeme poznat také tak, ze vektor b je linearni kombinace podmnoziny sloupci
Ap s méné nez m kladnymi koeficienty.

Degenerovanost tlohy ilustrujeme na piikladu.

Priklad 2.22: Bazicky pripustné body pro rtzné baze v degenerované
aloze

Uvazujme mnozinu pripustnych feSeni

P:{xeRE’\Ax:b, x>0}, kdeA=

N O =
N O DN
— N
—_ =N
DO =

5
b=|s8
7

Pro rizné baze spocitejme odpovidajici bazické body a rozhodnéme o jejich pii-
pustnosti a degeneraci. Vysledky shrneme i pomoci tzv. nosice, tj. mnoziny indexi,
kde ma bod kladné slozky.

Baze B; = {1,2,3}. Rozhodujici soustava je Ap,xp, = b, tj.

a+2b+c=5,
3a + 2¢c = 8,
20 +2b+c="1.

Resenfm jea =2, b =1, ¢ = 1. Doplnime nulami na nebazickych pozicich a
dostavame
xM =(2,1,1,0,0).

Bod je pripustny a vSechny bézické slozky jsou kladné, tedy jde o nedegenerované
BFS. Jeho nosi¢ je J(xV) = {1,2,3} = B;.
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Baze B, = {2,3,4}. Soustava

2a 4+ b+ 2¢c =5,
2b+ ¢ =8,
20 +b+c=7
ma feseni a = 2, b =15, ¢ = —2. Odpovidajici bod je

x@ =(0,2,5,-2,0).
Na bazické pozici je zdporné hodnota, proto bod neni pripustny.
Baze Bs; = {1,3,5}. ReSenim soustavy dostavame

x® =(0,0,3,0,2).

Tento bod je pfipustny (v8echny slozky nezaporné), ale je degenerovany, protoze na
bazické pozici 1 ma nulovou hodnotu. Nosi¢ je J(x®)) = {3,5} # Bs.

Baze B, = {2,3,5}. Podobnym postupem ziskdme znovu bod
x® = (0,0,3,0,2).

Tedy stejny bézicky pripustny bod jako pro bézi Bs.

Zavér. Uloha je degenerovand, protoze existuje BFS s nulovou slozkou na béazické
pozici a také se tentyz bod da ziskat z rtiznych bazi.



