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FORMULACE ULOHY LINEARNIHO
PROGRAMOVANI

Zaklady linedrniho progra-
movani . . . . ... ... ..
Prevody mezi tvary . . . . .
Uvod do celoéiselného a smi-
Seného celociselného progra-
movani . . . . . .. ... ..
Kratké srovnani s linearni
algebrou . . . ... ... ..
Kratké historické okénko . .

Tato kapitola uvadi zakladni nazvoslovi li-
nearniho programovani a zptlisoby prevodu
slovnich zadani do jednotného matematic-
kého tvaru. Jsou vysvétleny rizné formy
zapisu a tvary tuloh linearniho programo-
vani, pojem pfipustné mnoziny a optiméal-
niho feSeni. Stru¢né také predstavime celo-
¢iselné varianty lineadrnich programi, jejich
vztah k LP-relaxaci a naznac¢ime souvis-
lost s vypocetni slozitosti. Kapitolu uzavira
kratky historicky ptehled vyvoje oboru.



Formulace tlohy linedrniho programovani

1 Zaklady lineArniho programovani

Na tavod pfipomenme pro nékoho mozné prekvapivy fakt: linedrni programovand historicky
nesouvisi s programovanim pocitac¢i. Slovo ,,programovani* bylo pfevzato ve vyznamu roz-
vrh/pldn a tato disciplina vznikala uz ve 40. letech 20. stoleti, tedy davno pred nastupem
bézné dostupnych vypocetnich stroji. Dnes se vSak pii feSeni praktickych tloh bez po-
¢itace zpravidla neobejdeme — existuje bohaty ekosystém softwaru a teoreticky vime, Zze
tlohu LP lze tesit efektivné (polynomialné) specialnimi metodami.

Pod linedrnim programem (zkracené LP) budeme rozumét tlohu, v niz hledame opti-
mdlni hodnotu linearni u¢elové funkce pfi splnéni sady linedrnich rovnic a/nebo nerovnic.
V tomto smyslu se o LP ¢asto mluvi také jako o linedrni optimalizaci. Jednou z jeho vel-
kych prednosti je formalni jednoduchost: v8e je linearni (jak ucelova funkce, tak omezeni),
presto jde o mimoradné mocny a v praxi hojné pouzivany aparat. Linedrni modely totiz
ve znacném mnozstvi situaci vystihuji klicové vazby dostateéné dobre: patii sem kapacitni
omezeni (stroje, zdroje), bilance materialu ¢ energie, rozpoc¢tové limity, pop¥. parame-
tricky zadané kvalitativni pozadavky (napf. minimalni obsah suroviny). V dalsim textu
navazeme presnymi tvary zapisu a ukazkami typickych prevodu z verbalni specifikace na
maticovy tvar LP.

1.1 Standardni a rovnicovy tvar lineArniho programu

Pro jednotu radéji na zacatku textu uvedeme implicitni predpoklady ve znaceni, které
budeme uvazovat, pokud nebude fec¢eno jinak.

Znaceni 1.1: Notace a konvence

Rozméry a prostory: Necht m,n € N jsou po¢ty omezeni a proménnych. Vektory
chapeme jako sloupcové. Pro matice uvazujeme A € R™*". Vektory pak typicky
znac¢ime tfemi znaky x € R", b € R™, ¢ € R", kde jde po fadé o vektor neznamé,
vektor pravé strany a vektor koeficienti. Nerovnosti mezi vektory/maticemi jsou
brany po sloZkdch.

Indexy: Radek ¢ matice A oznacujeme a;, j-ty prvek i-tého fadku znac¢ime a;; Pro
j-tou slozku vektoru x piSeme z;. Hornim indexem -T znacime transpozici.

V této Casti presné vymezime, co budeme rozumét standardnim tvarem linearniho
programu a jak z néj jednoduse prejit do rovnicového tvaru, ktery je vyhodny zejména
pro algoritmické postupy (napf. simplexovou metodu).
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Standardni tvar LP (maximalizac¢ni)

Za standardni maximalizacni tvar budeme povazovat zapis

maximalizovat c¢'x
pri Ax <b, (1.1)
x > 0.

Zde explicitné uvedeme, ze A € R™*", x € R", b € R™, ¢ € R™ a nerovnosti jsou

chapany po slozkéch.

Dale definujeme pojem, ktery je nejen z hlediska liendrniho programovani, ale obecné
z hlediska celé discipliny optimalizace naprosto klicovy.

Definice 1.2: Ucelova funkce

Pro linearni program budeme vyraz

n
T p— . -
cC X = E CjL;
j=1

nazyvat tcelovou funkci. Urcuje hodnotu, kterou se snazime maximalizovat nebo
minimalizovat. Vektor ¢ € R™ obsahuje koeficienty a proménné x € R” jsou rozho-
dovaci proménné tlohy.

V optimalizaci obecné nemusi tucelova funkce nabyvat konkrétniho vyse zminéného
tvaru. Napiiklad v nelinearni optimalizaci si za uc¢elovou funkci mizeme predstavit vseli-
jaké funkce ruznych tvaru — v tomto kurzu, i vzhledem k jeho jménu, si vysta¢ime pouze
s ucelovymi funkcemi v linearnim tvaru.

Poznamka 1.3: Volné proménné

V nékterych zdrojich se jako ,standardni” pouziva i varianta bez podminky x > 0. V
takovém piipadé lze kazdou volnou proménnou (tj. bez vynucené nerovnosti, x € R)
rozloZit (viz nize).

Standardni tvar (1.1) lze psat i ,po slozkach™:

n

n
maXcha:j pri Zaijxj <b (i=1,...,m).

=1 j=1
Minimaliza¢ni varianta standardniho tvaru se zapise analogicky jako

minimalizovat c¢'x

pri Ax > b,
x >0,
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pfipadné lze kazdou minimaliza¢ni ilohu pfevést na maximalizacni (a naopak) zménou
znaménka tcelové funkce. Systematické prevody mezi tvary budou shrnuty dale.

Rovnicovy tvar LP

Rovnicovy tvar ziskame z (1.1) doplnénim pomocngch proménnich tak, aby se
v8echny nerovnosti zménily na rovnosti (po piipadném rozkladu volnych promén-
nych na rozdil nezapornych slozek).

Po pripadném preusporadani radkt rozdélime omezeni na tii bloky:

Ac b<
A=[A_|, b=1|b_],
A b
kde bloky odpovidaji fadkam s ,,<“ ,, =" a ,>“. Zavedme
m< := pocet nerovnosti ,<“, ms := pocet nerovnosti ,>*, m':=m< + ms,

a vektor pomocnych proménnych u € R™ s u > 0, rozdéleny jako u = (E)
Potom plati ekvivalentni rovnicovy zapis -

Agx—i—ImSuS :bg,
A_x =b_, x>0, u>0,

Azx—lmz UZ :bz,

kde I,,_ je jednotkova matice m< X m< a —I,_ je rozméru mx> X ms.
Po slouceni do jedné matice dostaneme

Ax+ Fu=Db, x>0, u>0,

kde
Ln. 0
E = 0 0 (po preusporadani fadka do bloka <, =, >).
0 —I.

Zde E € R™ ™ a bloky 0 jsou nulové matice p¥islusnych rozméri.

Tento tvar je detailni a technicky: slouzi hlavné k tomu, abychom piesné vidéli, jak se
nerovnosti prevadéji na rovnosti pomoci jednotkovych bloki. Pro dalsi praci se ale vyplati
zavést také zhusténou notaci, ktera slouci vechny ptvodni i pomocné proménné do jedné
vektorizované formy.
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Rovnicovy tvar LP (zhustény)

Kombinaci ptivodnich a pomocnych proménnych dostavame tlohu

max¢'x pii Ax=Db, x>0,

i:(i)eR”*m’, A=[A E], e:(g).

Plati A € Rmx(n+m') 4 ¢ ¢ R+™

Na prvni pohled jsou oba zapisy ponékud technické, protoze se snazime zachovat pi-
vodni znaceni A, x, b, c ze standardniho tvaru a jen k nim priddvame bloky. Tato volba
mé vyhodu v tom, Ze miZzeme piimo porovnavat standardni a rovnicovy tvar. V dal$im
textu pak pro jednoduchost zapisu zpravidla vinky u objektd vynechame, vzdy vSak s
ohledem na jasné rozliseni kontextu.

Poznamka 1.4: Proc€ rovnicovy tvar?

Rovnicovy tvar je pfirozeny pro algoritmy, které pracuji s bdzemi (viz dalsi sekce)
a bdzickymi FeSenimi: rovnosti AX = b spolu s nezapornosti proménnych umozni
vybrat sloupce tvorici bazi, vytesit odpovidajici soustavu a zbylé proménné polozit
na nulu.

Tato algebraicka konstrukce pfimo odpovida ,rohtim® pripustné mnoziny a je klicova
pro simplexovou metodu.

Poznamka 1.5: Razné tvary v literature

Je tfeba upozornit, Ze terminologie pro oznacovani riznych ,zakladnich* tvari li-
nearntho programu neni v literatute zcela jednotna. Nékteri autofi pouzivaji pojem
kanonicky tvar pro zapis s nerovnostmi a nezapornymi proménnymi, jini naopak
takto oznacuji pravé rovnicovy tvar. Podobné se lze setkat i s pojmem standardni
tvar, ktery miize znamenat bud nerovnostni formulaci (jakou jsme zvolili zde), nebo
naopak rovnicovou formulaci s doplnénymi proménnymi.

Zopakujme, Ze pro tucely tohoto textu budeme diisledné rozlisovat mezi standardnim
tvarem (nerovnosti) a rovnicovgm tvarem (s pomocnymi proménnymi), vzdy tak,
aby bylo jasné, v jakém kontextu se nachazime.

1.2 Optimalni feSeni linearniho programu

P1i jakémkoliv druhu optimalizace je dulezité pfedem vymezit, v jaké mnoziné optimélni
reSeni chceme hledat tak, abychom zachovali ndmi stanovené podminky. U linedrniho
programu zapsaného standardnim tvarem ndm vymezeni této mnoziny vznikne pomérné
prirozené ze samotného zépisu. Shrneme ho v nasledujici definici:
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Definice 1.6: PFipustnd mnoZina a optimalni FeSeni.

MnozZinu
P = {xeR"|Ax<b, x>0}

nazveme pripustnou mnozinou. Prvek x € P nazveme pfripustné reseni. Optimdlni
reSeni x* € P je takové, pro néz ucelova funkce nabyva nejvyssi mozné hodnoty
z* :— ¢'x* (v minimalizaéni tiloze by §lo o hodnotu nejnizsi). Hodnotu z* nazyvame

optimalns.

Pripustné mnozina pro rovnicovy tvar LP bude pfirozené muset byt zapsana jinak. Pro
rovnicovy tvar ji definujeme jednoduse jako

Zde x je vektor vSech proménnych po standardnich apravéach (ptivodni proménné po pfi-
padném rozkladu na nezaporné slozky a doplnéné o m’ pomocnych proménnych). V sa-
motné definici neni nutné tyto slozky vyjmenovavat — diilezité je, zZe pracujeme s rovnicemi
a nezapornymi promeénnymi.

Zduraznéme, ze projekce pripustné mnoziny rovnicového tvaru do prostoru ptvodnich
proménnych x je stejna jako pripustna mnozina standardniho tvaru. Je nutné mit vzdy na
paméti, ze dané tloze ,,je jedno®, zda ji zapiSeme ve standardnim nebo v rovnicovém tvaru
a ze prechod k rovnicovému tvaru LP je hlavné trik usnadiujici fungovani pouzivanych
algoritmii, a tedy by nemél nijak ovlivnit tvar feSeni.

Jakmile méme jasné vymezeno, co rozumime pod pojmem piipustnéd mnozina, mizeme
snadno rozlisit i zédkladni osudy celé tlohy linearniho programovani. Toto rozdéleni se
objevuje v literatufe v ruznych variantach, pro nase ucely si je shrneme do néasledujici
poznamky.

Poznamka 1.7: Tridda osudii linearniho programu
Kazdé dloha linearntho programovani spadé pravé do jedné z nésledujicich kategorii:

a) Nepiipustna — piipustna mnozina P je prazdna (P = @). Uloha tedy nemé
zadné Teseni spliujici dané podminky. Nepripustnost lze dokladat vhodnym
certifikdtem, jehoz typickym piikladem je Farkasovo lemma.

b) Neomezena — piipustnad mnozina P je neprazdné (P # @), ale ucelova funkce
miize rust (v maximalizaénim tvaru), resp. klesat (v minimalizaénim tvaru)
libovolné bez dosazeni konec¢ného optima. Symbolicky zapisujeme

sup ¢'x = +oo, resp. inf ¢'x = —o0.
xeP xeP

c) M4 optimalni feSeni — existuje bod x* € P, pro ktery je hodnota tcelové
funkce konec¢né a optimalni:

pri¢emz zadné jiné piipustné Feseni nedosahuje vyssi (resp. nizsi) hodnoty.
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Toto troji rozdéleni predstavuje zakladni slovnik, s nimz budeme pracovat po cely kurz,
pri analyze konkrétni tlohy se vzdy nejprve ptame, do které z téchto tii kategorii spada.

2 Prevody mezi tvary

V této casti shrneme praktické recepty, jak prevést obecné zadanou tlohu do jednotného
tvaru, se kterym se dobfe pracuje jak v teorii (geometrie, bazicka feseni), tak v algoritmech
(simplex, metody vnitiniho bodu). Kazdy z prevodii slouzi k tomu, abychom dokézali fesit
co nejsirsi skalu dloh v jedné sjednocené podobé.

1. Minimalizace vs. maximalizace. Kazdou minimaliza¢ni tilohu lze pfevést na ma-
ximaliza¢ni (a naopak) prostou zménou znaménka v ucelové funkei:
min ¢'x <= max(—c)'x.

Optimalni feseni x* se neméni, pouze se zméni znaménko optimalni hodnoty.

2. Smér nerovnosti a rovnosti. Ozna¢me a; i-ty fadek A € R™*" a b; i-tou slozku
b € R™. Nerovnost a] x > b; nahradime vynasobenim —1 tvarem

(—ai)TX S _bz
Rovnost a; x = b; 1ze vzdy chapat jako dvojici nerovnosti
a'x<b a (—a;)"x < —b;.

V praxi je vSak vhodné skuteéné* rovnosti (napt. bilance v sitich) ponechat jako rovnosti,
aby se zbytec¢né nerozmnozovala omezeni a nezvysovalo riziko degenerace.

3. Pfechod do rovnicového tvaru: slack/surplus. Chceme-li sjednotit tvar na rov-
nosti, doplnime vektor pomocnych proménnych u > 0, rozdéleny podle sméru nerovnosti
jako u = (E), kde u< € R™< aus € R™=, m’ = m<+m>. Po pfipadném preusporadani
fadkt na bloky <, =, > piSeme pro kazdy Fadek

n n
ZCLUZE]' S bz > Z Qi + U< ; = bi, U< i Z O,

j=1 j=1

n n
E Qi T > bl — E QijT; — U>43 = bi, U> > 0.
Jj=1 Jj=1
Po slouceni vSech pomocnych proménnych dostavame kompaktni rovnicovy tvar

Ax+ FEu=b, x>0, u>0,

kde
A< b T 0
A=[A_|, b=[b_], E=|0 0
A b~ 0 —In.
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Poznamka 1.8: Slack a surplus proménné

Pomocné proménné se tradiéné oznacuji jako slack (pro ,,<“ nerovnosti, predstavuji
volnou rezervu) a surplus (pro ,,>* nerovnosti, predstavuji prebytek). Tyto nazvy
prebirame z cizojazycné literatury i klasického nazvoslovi linearniho programovani.

4. Volné proménné a intervalové meze. Volnou proménnou z; € R nahradime
rozdilem dvou nezapornych slozek

=t 2 ToaT
Tj=1T; —x;, zj,x; > 0.
Mé-1i proménna interval L; < x; < Uj, zavedeme posun x; = L, + y; a pracujeme s

0 <y,; <Uj; — Lj. Samotnou horni mez lze ponechat jako linearni omezeni nebo pievést
na rovnost doplnénim slacku.

5. Absolutni hodnota a maximum z linearnich funkci. V minimalizac¢nich tlohach
se ¢asto objevuji nasledujici konstrukce:

o Absolutni hodnota v omezend: |((x)| <t s linearni ¢ : R” — R nahradime dvojici

—t < (x) <t t>0.

o Absolutni hodnota v tcelové funkci: pro minimalizaci

min Z w; [4;(x)| (s vahami w; > 0)

zavedeme promeénné y;, z; > 0 tak, ze
li(x) = yi— 2.
Potom feste LP
EI;IZI Zwi (yi +2) pPH 9,2 >0, Li(x) =y — 2.
i

V optimu plati |[¢;(x)| = y; + 2; (alespon jedna z y;, z; je nulova).

o Mazimum z linedrnich funkci: vyraz
mxin ml?x{ apx + by }
prevedeme pomoci pomocné proménné ¢ na

min ¢t pii alx%—bk < t pro vSechna k.

x,t
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Poznamka 1.9: Shrnujici recept: pirevod do jednotného tvaru

1. Zvolte minimalizaci. Je-li iloha piivodné maximaliza¢ni, zménte znaménko
v acelové funkei.

2. Sjednotte smér nerovnosti na ,,<“. Nerovnosti,,>* pievedte vynasobenim
—1.

3. Prejdéte do rovnicového tvaru. Ke kazdé nerovnosti ,,<“ doplite slack,
ke kazdé ,,>* surplus, viz vyse.

4. Osetiete proménné. Volné proménné rozlozte na rozdil dvou nezapornych;
intervalové meze prevedte posunem.

5. Linearizujte jednoduché nelinearity. Absolutni hodnoty a maximum z
linedrnich funkci pfepiste standardnimi kroky:.

6. Ziskejte finalni tvar. Vysledkem je rovnicovy tvar s nezapornymi promén-
nymi:

T

minc'x pii Ax=b, x>0.

Na zavér sekce ilustrujeme prevody na dvou stru¢nych prikladech. Nejprve ukazeme
postup, jak pfevést tlohu s minimalizaci, nerovnosti typu ,,>“ a volnou promeénnou, a
poté si ukdzeme praci s intervalovymi mezemi.

Priklad 1.10: Kratky prevod I
Minimalizovat tc¢elovou funkci 2x; — z, pri
—x1 + 229 > 1, r1 4+ 9 = 3, 2o je volna.

Kroky prevodu:

e min—max: max (—2z; + z2),

¢ 27—, <"y — 225 < -1,

e rozklad o = 25 — x5, x5, 25 >0,

o slack s: vy — 2(2f —25) +s=—1,5>0.
Rovnost zlistava z; + (z3 — 25 ) = 3. Pokud je i z; voln4, rozloZte ji analogicky.
Néasledujici priklad ukazuje, jak pracovat s intervalovymi mezemi proménné. Tento

postup se hodi v praxi napiiklad tehdy, kdyz proménna predstavuje kapacitu, ktera ma
dolni i horni hranici.

Priklad 1.11: Kratky prevod II

Ma-li proménna mezni interval 1 < z < 5, zavedte posun

z=1+y, 0<y<4,
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a ve vSech omezenich i v ucelové funkci nahradte = vyrazem 1 + y.
Volitelné pro rovnicovy tvar:

e ponechte horni mez jako nerovnost y < 4, nebo

e pouzijte slack: y +s =4, s > 0.

3 Uvod do celociselného a smiSeného celociselného pro-
gramovani

V mnoha praktickych tlohach nestaci pozadovat, aby byly proménné pouze realné a neza-
porné. Potiebujeme rozhodovat diskrétné: oteviit/neoteviit provoz, zvolit jednu z variant,
pocitat kusy, smény nebo vozidla po celych jednotkidch apod. To vede k celociselnému
(ILP) a smisenému celociselnému (MILP) linedrnimu programovani.

vvvvv

modelovat mnoho realnych siutaci. V této fazi kurzu budeme ILP /MILP pouze formulovat
a hloubéji se tomuto tématu budeme vénovat v samotném zavéru, kde se seznamime s
konkrétnimi metodami feseni takovychto tloh.

3.1 Tvary dloh ILP a MILP

Maximaliza¢ni tuloha celociselného programovani neni nic jiného nez nam dobie znaméa
zékladni tloha LP s tim, Ze proménné sméji nabyvat pouze celoc¢iselnych hodnot.

Celo¢iselny linearni program (ILP)

Za maximalizacni celociselnou uvazujeme takovou tulohu LP, ve které vsechny roz-
hodovaci proménné musi nabyvat celoc¢iselnych hodnot, tj. tlohu

maximalizovat c¢'x
pri Ax <b,
xeZ", x>0,
kde A € R™*"™ je matice koeficientii omezeni, b € R™ je vektor pravych stran a

c € R” je vektor koeficientu ucelové funkce. Zvlastni, ale velmi casty pripad tvoii
bindrni ILP, kde z; € {0,1}.

Vynutime-li kombinaci vy$e zminéného, tj. ¢ast z proménnych bude nabyvat redlnych
a Cast celo¢iselnych hodnot, dostaneme smiSenou tlohu LP.



Formulace tlohy linearniho programovéani 17

SmiSeny celoéiselny linearni program (MILP)

Za maximalizacni smiSenou celociselnou uvazujeme takovou tulohu LP, kde cast
proménnych je celo¢iselna a zbytek redlny, tj. po preuspofadani proménnych chceme

maximalizovat C;y +clz
pri A,y + A,z <b,
yezZl, zeR"? y>0,z2>0,

kde y jsou celoc¢iselné proménné, z jsou realné a p € {0,1,...,n} je pocet celo¢isel-
nych proménnych, A4, € R™P A, € R™"P) ¢, € RP, c, € R"P.

Pohledem na mnozinu pripustnych feseni je zasadni rozdil v tom, Ze u LP je pripustna
mnozina konvexni mnohostén (coz rozebereme v dalsich ¢astech kurzu), kdezto u ILP/-
MILP jde o diskrétni (typicky nekonvexni) mnozinu bodi ¢ sjednoceni polyedrickych
¢asti. To méa dusledky jak teoretické (nelze spoléhat obecné vysledky z teorie LP), tak
algoritmické (nelze pouzit jen metody pro LP).

3.2 Vypocetni slozitost ILP/MILP

7 pohledu slozitosti jsou tlohy ILP a MILP obecné rovnéz odlisené od klasické LP tlohy.
Pro ucely kratkého shrnuti této vypocetni slozitosti, rozlisime nyni dvé verze tloh:

e Rozhodovaci verze: ,Existuje piipustné feSeni s hodnotou tucelové funkce alespon
K7 (ano/ne).

e Optimaliza¢ni verze: ,Najdi nejlepsi hodnotu ucelové funkce.”

Zatimco linearni programy lze obecné resit v polynomiélnim ¢ase diky existujicim odvo-

zenym metodém, celo¢iselny linearni program je NP-uping v rozhodovaci verzi a NP-tézZky
v optimaliza¢ni verzi. Totéz plati pro MILP, protoze zahrnuje ILP jako specialni pripad.

Poznamka 1.12: Co znamenaji pojmy NP-tézky a NP-uplny?

V teorii komplexity fikame, ze problém H je NP-tézky, jestlize na néj lze v
polynomialnim case prevést kazdy problém z t¥idy NP. Pokud bychom nasli rychly
algoritmus pro H, vyresili bychom tim i slavny problém ,P = NP7 — vétSina
odborniki vsak tipuje, ze takovy algoritmus neexistuje.

NP-aplny problém je jesté specifictéjsi: patii do t¥idy NP (tedy feseni lze ovéFit v
uvnitt tfidy NP — jsou v NP a jsou stejné tézké jako vSechny ostatni problémy z
NP.
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3.3 LP-relaxace

V praxi ¢asto nastava situace, kdy pii feseni tloh ILP /MILP pomize do¢asné uvolnit, ¢ili
relaxovat, pozadavky na celo¢iselnost proménnych. Tomuto procesu se tika LP-relazace —
jde tedy o prostou zameénu celoc¢iselnych podminek za redlné:

yEeZP ~ yeRP,

pripadné se pritom zachovaji nezapornosti ¢i intervalové meze. Tato Gprava odstrani dis-
krétnost a tlohu prevede zpét na klasicky linearni program, ktery lze fesit standardnimi
metodami.

Poznamka 1.13: LP-relaxace jako mez

K ¢emu feSeni relaxované tlohy muze byt dobré? Zcela jisté poskytuje uzitec¢ny
horni/dolni odhad na nejlepsi mozné feseni puvodni celo¢iselné ulohy. To proto, Ze
kazdé pripustné feseni puvodni tlohy je také pripustnym feSsenim LP relaxace, ¢ili
v LP relaxaci optimalizujeme pies vétsi mnozinu vektort.

e U maximalizace plati z[p > 2fip.

e U minimalizace plati 2fp < 2{ip.

Pro konkrétni instanci tulohy lze rozdil mezi celoc¢iselnym a relaxovanym feSenim
vyjadrit jako jejich pomér, ktery se oznacuje jako integrality gap:

Z*
.. . . LP
—— (pro minimalizaci), —
“Lp ~ILP

*
5 o
ILP (pro maximalizaci).

Tyto poméry jsou vzdy > 1 a vyjadruji, o kolik mtize byt reSeni relaxované tlohy

vvvvvv

dany pripad tésna.

4 Kratké srovnani s linearni algebrou

Prvni semestr jste pravdépodobné stravili u matic a Gaussovy eliminace; v LP naproti
tomu misto Cistych rovnic Ax = b bézné povolime i nerovnosti a misto libovolného Teseni
hleddme to nejlepsi. Nejde vsak o skok do neznédma — vétSina pojmu z linedrni algebry
se v LP znovu objevi, jen v ostfejsim svétle. Nize uvadim pét klicovych paralel, vzdy s
,algebraickou®” a ,programovaci strankou.

Ustiedni tloha. Linedrni algebra fesi soustavu rovnic Ax = b a vysledkem je (po-
kud existuje) afinni podprostor v8ech feSeni. Linedrni programovdni maximalizuje
nebo minimalizuje linearni funkei ¢'x pii systému rovnic a/nebo nerovnic Ax < b;
pripustna oblast je mnohostén a zajimé nés nejlepsi bod uvnitr.

Algoritmicky ,,délnik*“. V algebfe dominuje Gaussova eliminace — posloupnost fadko-
vych operaci vedouci k trojuhelnikovému tvaru. V LP hraji obdobnou roli simplexovd
metoda (skoky po hranach od vrcholu k vrcholu) a metody vnitiniho bodu (sledovani
kiivky uvnitf¥ mnohosténu).
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Certifikat nereSitelnosti. Nefesitelnost soustavy Ax = b lze snadno ovérit pomoci
hodnostniho kritéria. U nerovnic hraje roli Farkasovo lemma, s kterym se setkame
pozdéji.

Geometrie. Afinni podprostor je ,plochy*“ — nema vyhranéné body. Mnohostén mé na-
opak wvrcholy, hrany a stény — pravé vrcholy se ukazou klicové, protoze optimum
linearniho programu lezi (pfi existenci) na nékterém z nich, jak uvidime pozdéji.

5 Kratké historické okénko

Prvni zarodky ,linedrniho* optimalizacniho ptistupu se daji vystopovat uz v memorandu
Gasparda Mongeho z roku 1781. Monge v ném fesil, jak co nejuspornéji pfesunout zeminu
z vykopi na nasypy — klasicky transportni problém, ktery se o témér 160 let pozdé€ji stane
jednim z pilifa linearniho programovéni [1]. Jesté pied tim, nez se viibec objevilo slovo
,programovani ve smyslu matematického planovani, vznikaly v 19. a na pocatku 20. sto-
leti teoretické stavebni kameny linearniho programovani. Lagrangeovy multiplikatory
na konci 18. stoleti prevadély hledani vazanych extrémt na feSeni soustav rovnic; Joseph
Fourier pak pocatkem 19. stoleti popsal elimina¢ni metodu pro soustavy linearnich nerov-
nic, kterou o vice nez sto let pozdéji znovuobjevil Theodore Motzkin — dnes tuto techniku
zname jako Fourier-Motzkinovu eliminaci [2]. K pfelomu 19. a 20. stoleti se vaze také Far-
kasova lemma o teSitelnosti linearnich nerovnic, jez tvori zaklad teorie duality a byva
oznacovano za fundamentalni vétu linearni algebry. Toto lemma bylo poprvé dokazano
Farkasem a nezavisle Hermannem Minkowskim; dalsi zpfesnéni pridali matematici jako
Constantin Carathéodory ¢i Hermann Weyl [3]. Pravé jejich préace o konvexnich mnoZinach
(Minkowskiho a Carathéodoryho véty) spoleéné s Farkasovym lemmatem predznamenaly
pozdéjsi rozvoj teorie linearniho programovani.

Tricata léta dvacatého stoleti pattila predevsim ,Cisté” geometrii nerovnic. Theodor
S. Motzkin ve své disertacni praci z roku 1936 podal uceleny prehled desitek do té doby
znamych vysledki o soustavach linearnich nerovnic, aniz se pfitom mluvilo o néjaké opti-
malizaci — ta jeSté nebyla hlavnim tématem. Motzkin ve své praci systematicky sesbiral a
okomentoval veskerou dostupnou literaturu o linearnich nerovnicich a souvisejicich téma-
tech [4]. Teprve rok 1939 znamenal prvni skuteény prilom smérem k modernimu pojeti
optimalizace: Leonid Kantorovi¢ v Leningradu formuloval ekonomické modely, v nichz
je tfeba maximalizovat (¢i minimalizovat) linearni funkci naklada nebo zisku pii splnéni
danych linedrnich omezeni. Ve svych studiich — od problémi primyslového planovani az
po logistiku zasobovani oblezeného Leningradu — dal Kantorovi¢ rodicimu se linearnimu
programovani jasny obsah i spolecenskou naléhavost [5]. Za tyto myslenky obdrzel Kan-
torovi¢ spole¢né s Tjallingem Koopmansem Nobelovu cenu za ekonomii v roce 1975 [6].

Skute¢nou explozi oboru odstartoval George B. Dantzig. Jako matematik piisobici v
Pentagonu hledal roku 1947 formélni nastroj, jak koordinovat vycvik, logistiku a nasazeni
letectva, a prijal vyzvu ,mechanizovat® tehdejsi pracné ru¢ni planovani vojenskych operaci
[7]. Inspirovan mj. Leontiefovym vstupné-vystupnim modelem ekonomiky [8] formuloval
Dantzig obecny model linedrniho programovani a béhem nékolika tydnt v 1été 1947 pro
néj navrhl simplexovou metodu |7] — algoritmus, ktery hleda optimalni feSeni postupnym
prechodem z vrcholu na vrchol pfislusného mnohosténu pfi monoténnim zlepsovani hod-
noty ucelové funkce. Sdm Dantzig pozdéji pripominal, Ze tehdejsi termin ,programovani
neznamenal psani kodu, nybrz plan ¢ harmonogram [9]. Svij objev zaroven intenzivné
konzultoval s prednimi ekonomy a teoretiky her — kromé Koopmanse a Leontiefa také s
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Johnem von Neumannem, ktery okamzité rozpoznal ekvivalenci linearniho programovani
a dvouc¢lennych her a jako prvni formuloval princip duality [10]. Jiz v ¢ervnu 1951 uspofa-
dalo americké letectvo ve Washingtonu prvni velké sympozium o linearnim programovani
[11] — signal, Ze na konci 40. let se zrodil obecny néstroj, o jehoZ vyznamu uz nebylo
pochyb.

Vzapéti nasledoval rychly prinik do praxe. Uz koncem 40. let se na stolnich kalku-
lackach tesil tzv. dietni problém: hledal se nejlevnéjsi jidelnicek splnujici dané nutri¢ni
pozadavky. Ekonom George Stigler publikoval roku 1945 aproximativni feseni modelu o
9 vyzivovych podminkach a 77 potravinach, nebot na ptresné spocteni tehdy chybéla me-
toda. Kdyz byl tentyz problém roku 1947 viibec poprvé vyfesen simplexovou metodou ,na
papite”, §lo o vypoctarsky mimoraddné naroény pocin — trval fadové stovky clovéko-hodin
— ktery v8ak potvrdil, Ze Stigleruv odhad se od optima ligil jen nepatrné [12]. S nastupem
pocitacu se vSak situace dramaticky zlepsila: jiz v roce 1951 Alex Orden naprogramoval
simplexovou metodu na experimentalnim pocitaci SEAC a vytesil tak pro armadu model
o 48 rovnicich a 71 neznamych za 18 hodin [13]. Kratce poté néasledovaly pokrocilejsi
implementace — napfiklad na stroji IBM 701 v roce 1954 uz bylo mozné tesit tlohy se
stovkou podminek [13]. Simplexova metoda se tak s prichodem elektronickych pocitaci
stala standardnim primyslovym nastrojem pro optimalizaci.

Vedle jiz zminéného transportniho problému — poprvé formulovaného Mongem a znovu
analyzovaného ve 30. letech A. N. Tolstym a ve 40. letech F. L. Hitchcockem [14] — se
zéhy prosadily i dalsi klasické tilohy opera¢niho vyzkumu fesené pomoci LP. Prifazovaci
problém, spocivajici v optimélnim pfifazeni pracovniki k tkolim, vedl k zavedeni tzv.
y2madarské metody* (Kuhn 1955), postavené na vysledcich madarskych matematiki Dé-
nese Kéniga a Jens Egervaryho [15]. V 50. letech Abraham Charnes a William W.
Cooper ukazali, jak LP vyuzit v fizeni vyroby a podniku — napiiklad pii optimalnim
michani paliv v rafinérii [16] — a béhem 50. a 60. let se zajem o linearni programovani
rozlil do statni spravy i siroké akademické obce [17]. Béhem necelych dvou dekad se z néj
stal tistfedni nastroj celého vyzkumu operaci.

Sedmdesata a osmdesata léta piinesla zasadni teoretické objevy. V roce 1972 ukazali
Victor Klee a George J. Minty na ,protazené krychli“ (Klee-Minty polytope), Ze simple-
xova metoda muze v nejhorsim piipadé vyzadovat exponencialné mnoho pivotovych kroki
[18]. Koncem sedmdesatych let pak Leonid Cha¢ijan — nezavisle na praci Davida Judina
a Arkadije Némirovského v SSSR — dokézal, Ze linearni programy jsou fesitelné v polyno-
mialnim ¢ase pomoci ellipsoidni metody [19]. Definitivni pralom smérem k praktickému
vyuziti polynomiélnich algoritmi ale pfinesl az rok 1984, kdy Narendra Karmarkar
publikoval projektivné skalujici metodu vnitiniho bodu. Slo o prvni Siroce pouzitelny al-
goritmus s teoretickou polynomialni ¢asovou slozitosti, ktery odstartoval zlatou éru metod
vnitiniho bodu a stal se zakladem modernich solveri [19]. Od té doby se v praxi osvédéila
kombinace obou pfistupti: robustni simplexovid metoda pro start a dotahovani feSeni do
vrcholu, a metody vnitiniho bodu pro rychlé ziskani hrubého optimélniho feseni u velkych
a dobfe strukturovanych uloh [20].

Na prelomu tisicileti zaradil ¢asopis Computing in Science € Engineering Dantzigovu
simplexovou metodu — po bok napiiklad rychlé Fourierovy transformace, Quicksortu ¢i
Metropolisova algoritmu — mezi deset nejvlivnéjsich algoritmu 20. stoleti [21]. Slo o symbo-
lické uznani celému oboru, ktery v sobé jedine¢né spojuje eleganci teoretické matematiky
s obrovskym dopadem na realny svét.
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