Taylorova rada — vzorova reseni 01MAT?2

Taylorova rada — vzorova reseni

Materiél ke cviceni 17-18

Jak budeme postupovat (kapitola 9 MAT2).
Zakladni vzorec z Véty 9.1 je

) (g
L@ =3 W o
k=0 :

Taylorova fada v bodé a mé pak tvar

pokud zbytek Taylorova polynomu mizi (Definice 9.6).
Budeme pouzivat znamé rozvoje v bodé 0:

o0 un o u2n—|—1
u i : _ 1\
P PET S M CRES )
n=0 n=0
o " u2n 0 il u™
cosu = Z(—l) o)’ In(1+4u) = Z(—l) — (ue(-1,1)).
n=0 : n=1 n
V souladu se zaddnim jesté pouzijeme specidlni piipad vzorce (1 + u)P pro p = —1:
1 > 1 >
= Z(—l)”u", = Zu”, lu| < 1.
14w - 1—u -

U kazdé tlohy nejprve naznacime primy postup (vypocet derivaci v bodé a), potom postup
substituci (polozime h = x — a a prevedeme tlohu na zndmy rozvoj v nule). Druhy postup
zaroven nejlépe ukaze interval, kde rada plati.

Uloha 1

Zadani Uloha 1

Rozvinte funkeci

1
f@) = 1+
do Taylorovy rady v bodé a = 1.
Reseni.
Piimy postup. Pron =0,1,2,... plati
(n) () — _(ZD"!
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takze v bodé x =1

Podle Taylorova vzorce tedy dostavame

Fo _
1"‘53_7;) | x—l —Z n+1 (x —1)".

n=0

8
:

Postup substituci na rozvoj v bodé 0. Polozme h = x — 1. Pak

11 1 1
l+z  24+h 2 140

Pouzijeme znamy rozvoj

Po dosazeni u = % dostaneme

1 130 b\ & (—1)" < (~1)
- LR - B = N
1tz 20< 2) 2 gn+1 2 grt (@ 1)

n= n=0 n=0

Podminka |u| < 1 déva

Vysledek.
1 1 1 = (=)
= —(@e-D+-(z-1)?%* - =(x-1)3 = —1" —1]<2
Uloha 2

Zadani Uloha 2

Rozvinte funkci

f(z) =In(1 + 2z)
do Taylorovy rady v bodé a = 1.

ReSeni.
Primy postup. Nejprve spocitdme derivace. Pro n > 1 plati

ne12"(n—1)!

Proto . |
) =ms, )= (- 2O

Taylorova fada v bodé 1 tedy je

(n>1).

1 /2\"
In(1+ 2x) ln3+z 1= (3) (x —1)"
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Postup substituci na rozvoj v bodé 0. Polozme h = z — 1. Pak
2h
1+2x:1—|—2(1+h):3+2h:3<1+3>,

a tedy
2h
In(1+2z)=In3+1n (1 + ) .

Pouzijeme znamy rozvoj

(e.0)
n(l+u) =3 (- "““ we (—1,1]

n=1

Po dosazeni u = % dostaneme

In(1+42z) =In3 + Z "Hl (2??) ,

tedy po navratu k x

1 /2\"
In(1 + 2z) ln3+z B ( ) (x—1)".

3
Plati pro
2h 15
= 1.1 - =
3 ( | —= ace( 2,2}
Vysledek.
1n(1—|—23:)—ln3—|—g(x—1)—2(x—1)2+§(m—1)3—~--
B 3 9 81
1 /2\" 15
-1 n-l—l <) —1)" (_ :| .
n3+z 3 (x —1)", z€(~575
Uloha 3

Zadani Uloha 3

Rozvinte funkci

f(z) = (2 + 32)
do Taylorovy fady v bodé a = 4.

Reseni.

Piimy postup. Pro n > 1 plati

13" (n—1)!
M) () = (112" )"
V bodé z = 4 dostaneme

FO=mmia, @) =

Tedy
= n+1 1 3\" n
In(2+3z) =Inld+ > (-1 Ta (x —4)™.
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Postup substituci na rozvoj v bodé 0. Polozme h = = — 4. Pak

h
2+3x:2+3(4+h):14+3h:14<1+?£4>,
takze

h
ln(2+3a:):1n14+ln<1+?1)4).

Pouzijeme opét

In(1 = —1”““: —1,1].
n(l+u) nz::l( ) et ue (—1,1]

Po dosazeni ©v = % dostaneme

e 1 /3R\"
In(2 =1In14 —1)nti= ()
n(2+3z) =Inl14 + ngl( ) 1)
¢ili
In(2+3z)=Inl4+ Z(—l)”ﬂﬁ (14> (x —4)".
n=1

Podminka je

3h 2 26
e (-1,1 —Z =
146( ,]<:>x€<3,3}
Vysledek.
3 9 9
In(2 =nld+ —(r—-4)— —(r—4)2+ —— (r—4)3—...
n(2+3z)=1In +14(:c ) 392(30 ) +2744(x )
> 1/3\" 2 26
=Inl4 —1)ntiz <> —4)" (— }
n +T;( ) ~\11 (z )", T € 33
Uloha 4

Zadani Uloha 4

Rozvinte funkci
f(x) =cos”x

do Taylorovy fady v bodé a = 7.

Reseni.
Piimy postup. Nejprve si funkci prepiseme do tvaru

9 1+ cos2x
COS™ X = T

Odtud snadno spocitdme nékolik prvnich derivaci:

f(ﬂ-) =1, fl(ﬂ-) =0, f//(ﬂ-) = -2, f”/(ﬂ-) =0, f(4)(7T) =38,

Obecné pro n > 1 plati
f(2n)(ﬂ_) _ (_1)7'L22n—17 f(2n+1)(71') —0.

Taylorova fada v bodé 7 tedy ma tvar

) o 22n—1 )
— n n
cos“x =1+ nEZI(—l) )l (x —m)
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Postup substituci na rozvoj v bodé 0. Polozme h = = — 7. Pak

1 2h
cos?z = cos?*(m + h) = cos® h = H%.
Pouzijeme rozvoj kosinu:
cos2h = - .
o (2n)!

Proto
(2h)2n

1 1S n > n
0052m25+5§(—1) ) =1+ (-1 (2n)!h

Po navratu k x dostaneme stejny vysledek.

Vysledek.
2
2 4 (N2t N4 2 \6
cosx=1—(x—m) —|—3(l‘ ) 45(:U 7)° +
0 22n—1 5
=14 (-D" (x —m)", reR
nz::l (2n)!
Uloha 5
Zadani Uloha 5
Rozvinte funkci 1
do Taylorovy rady v bodé a = —2.
ReSeni.
Primy postup. Pron =0,1,2,... plati
2"n)!
MW(p) = =™
f (x) (1 _ Qx)nJrl‘
Tedy v bodé x = —2
2"n)!

Taylorova fada v bodé —2 je proto

1 >,
1—2¢ = Z 5n+1
n=0

(x+2)".

Postup substituci na rozvoj v bodé 0. Polozme h = x + 2. Pak

2h
1—2m:1—2(—2+h):5—2h:5<1—5),

a tedy

Pouzijeme geometrickou radu
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Po dosazeni u = % dostaneme

> on o n

1 1 & 20\ . 2 .
2= (5) ~Xmat = X gt

Podminka je

2h )
— 1 2 —.
’5‘< <:>]:c+\<2

Vysledek.
1 1 2 4 8
= 2) + — 2 — 2 .
—or —5 st %%m5@+_)+1ﬂ§$+ )+
0 on 5
}: =(z+2)" |z +2] < =.
2
n=0
Uloha 6
Zadani Uloha 6
Rozvinte funkci
fl@)=e*

do Taylorovy fady v bodé a = —1.

Reseni.

Primy postup. Pron =0,1,2,... plati

V bodé —1 tedy

Taylorova fada v bodé —1 je

6—4x — n

Postup substituci na rozvoj v bodé 0. Polozme h = z 4+ 1. Pak
oo _ —A(-14+h) _ 4—dh _ 4,4k

Pouzijeme znamy rozvoj exponencialy:

_ih = (AR
D D
n=0
Tedy
& 4 :64277}!)]1 :€4ZT($+1) .
n=0 n=0
Vysledek.
2
et =t —det(z +1) + 864($ +1)% - %64(13 +1)% 4+
= e4 Z .1: =+ 1 r € R.

Uloha 7
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Zadani Uloha 7

Rozvinte funkei
f(x) =cosx

do Taylorovy tady v bodé a = 7.

Reseni.

Piimy postup. Z derivaci kosinu dostaneme v bodé 7

fm)=-1,  fi(m) =0, fi(m)=1 f"(x)=0,

Obecné plati

f(2n)(ﬂ_) _ (_1>n+1, f(2n+1)(71') —0.

Tedy
oo o0
FCm () on (z —m)*
cosxzzi(x—w) :—Z(—l)"i.
n=0 (2n)! n=0 (272)!
Postup substituci na rozvoj v bodé 0. Polozme h = z — w. Pak
cosz = cos(m + h) = —cos h.
Pouzijeme zndmy rozvoj
0 h2n
cosh= ) (=1)" .
nz—:o (2n)!
Proto - ) - )
h=" (x —m)"
cosx=—>» (=1)" == (="
nzzo (2n)! T;) (2n)!
Vysledek.
B (x — 7r)2 (x — 7r)4 (x — 71')6
cosx = —1+ o1 - 1 ol -
oo _ 2n
:_Z(—l)"(x F? , rzeR
= (2n)
Uloha 8
Zadani Uloha 8
Rozvinte funkci .
f(z) =sin 5
do Taylorovy rady v bodé a = 1.
ReSeni.
Piimy postup. Postupné dostavame
Cwn T y o 1 x " - _1 . T " -
fa)=siny,  fla)=geost, [ =gy, )=
Proto pron =10,1,2,... plati
1 1
sin = coS 5
FeN) = (g2 ) = ()

7/12

1 T
——COS —
8 2’



Taylorova rada — vzorova reseni 01MAT?2
Taylorova fada v bodé 1 je tedy
T 1 & (x —1)%" 1 & (x — 1)2n+l
sin— =sin- » (=1)"-———+cos= » (-1)'"5——"——.
2 2 nZ::O 22n(2n)! 2 nzzo 2201 (2n 4 1)!
Postup substituci na rozvoj v bodé 0. Polozme h = z — 1. Potom
. T : ( " ) 1 h n 1.
in—=sin({=-+—-) =sin=- — —sin —.
sin g =s 5 T3 sin 5 cos 5 + cos 5 sin g
Rozvoje pro sinus a kosinus dévaji
h 00 h2n h o0 h2n+1
2 = 221(2n)! 2 = 22n+1(2n 4 1)!
Po dosazeni dostaneme presné stejny rozvoj:
A R 1N, h2H
sin 5 = sin 5 Z(—l) (201 teosy Z(—l) P2 1 1)1
n=0 n=0
Po navratu k x je rada platna pro vSechna realnd x.
Vysledek.
. 1+ s%( 1) sin%( )2 cos%( 1)3+
sin 5 = sin 5 (@ g x 18 x
1 & (@ —1)2" 1 & o (@—1)2tt
n=0 n=0
Uloha 9
Zadani Uloha 9
Rozvinte funkci
f(z)=zlnz
do Taylorovy rady v bodé a = 2.
Reseni.
Primy postup. Postupné dostavame
f@)=ehe,  F@=hatl @)= @)= D@ =
T x2 x3
Pron > 2 je zrejmy vzor
(n—2)!

Tedy v bodé x = 2

n n(n — 2)'
f(2) =2In2, f(2)=m2+1, FM(@2) = (-1) o1 (n >2).
Taylorova fada mé proto tvar
zlnz =2In2+ (In2+1)(z —2) + i(—l)"ﬂ
= n(n—1)2n-1"
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Postup substituci na rozvoj v bodé 0. Polozme h =z — 2. Pak x =24+ h =2 (1 + %), a tedy

xlnx:(2+h)ln(2<1+g)> :(2+h)1n2+(2+h)1n(1+];>.

Pouzijeme zndmy rozvoj logaritmu:
h > 1 /h\" h
In(l++)= —1”+1<> — e (-1,1].
n(105) =20 (5) . gecu

Po dosazeni dostaneme

= 1 /h\"
zlnz = (24+h)In2+ (24 h) Z = (2> .

Koeficient u h je roven 1, takze linedrni ¢len je (In2+ 1)h. Pro n > 2 se koeficient u h™ spocita jako

(="t =" _ ="

2. = .
n2n * (n—1)2""1  n(n-—1)2n"1

Dostavame tedy

oo 5z
xlnzx=2In2+ (In2+ 1)h + Z(f e v—
= n(n —1)2n—1
Po néavratu k z:
zlnz =2In2+ (In2+1)(z —2) + i(—l)"ﬂ
= n(n —1)2n—1
Podminka % € (—1,1] znamens
z € (0,4].
Vysledek.
xlnz = 2ln2+(ln2+1)(w—2)+1(a:—2)2— i(a;—2)3+ i(:16—2)4—
N 4 24 96
:2ln2+(ln2+1)(:1c—2)-|—i(—l)"(‘x——%, z € (0,4]
o n(n —1)2

Uloha 10

Zadani Uloha 10

Rozvinte funkei
f(x) = 2%+ &3

do Taylorovy fady v bodé a = 2.
ReSeni.
Piimy postup. Mame
f(x) = 2z 4 337, f(x) =2+ 93, fM(z) =33 (n > 3).
V bodé x = 2 tedy

F@) =4+  fl2)=4+3  f12)=2495  fM©2)=3"%5 (n>3).
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Po dosazeni do Taylorova vzorce dostaneme
6 6 9 6 2, 6 3 n
flz) =4+ +(4+3e)(z—2)+ 1—}-56 (x—2)"+e Zn—(x—Q)

Postup substituci na rozvoj v bodé 0. Polozme h = z — 2. Pak
J;Q — (2 + h)2 — 4+4h+ h2, 6313 — 63(2+h) — €6€3h.

Pouzijeme rozvoj exponencidly:

o0
3h (3h)"
=y G
n=0
Tedy
> (3h)"
x2+63‘”:4+4h+h2+662( ') .
= nl

Po navratu k z:
00 3n
2+ =44 Az —-2)+ (-2 + ) (e -2)"
= n!

To je stejny rozvoj, jen zapsany prehlednéji po rozdéleni na polynomickou a exponencialni ¢ést.
Vysledek.

1‘24-63:6—4+66+(4+366)(w—2)+(14—266) ($—2)2+266(:C—2)3+"'

o0 3n
:4+4(x—2)+(m—2)2+662;(x—2)”, r €R.
n=0

Uloha 11

Zadani Uloha 11

Rozvinte funkci
f(x) =zsinz

do Taylorovy fady v bodé a = 0.

ReSeni.
Primy postup. Protoze stred je pifimo a = 0, neni tfeba zadny posun. Pouzijeme Leibnizovo
pravidlo. Jelikoz vyssi derivace funkce z od druhého radu mizi, dostaneme pro kazdé n > 1
™ (z) = 2 sin™ z 4+ nsin™ .
Po dosazeni z = 0 tedy
FM(0) = nsin™ 0.

Odtud plyne
FE0)y =0,  fED(0) = (2n +2)(—-1)".

Taylorova fada v bodé 0 je proto

. B 00 f(2n+2) (0) 2 i (71)’“ x2n+2
n—0 n . n—0 n :
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Postup pres znidmy rozvoj v bodé 0. Zname rozvoj

oo x2n+1
sinx = —1 ni.
Sy

Vynésobenim x dostaneme primo

peine =2 32D gy = 2D

Vysledek.
4 6 8 o0 2n+2
9 X T T _ T
psine =at - gt gt = L gy wER
Uloha 12

Zadani Uloha 12

Rozvinte funkci
do Taylorovy rady v bodé a = 1.

ReSeni.
P#imy postup. V okoli bodu 1 je z > 0, takZe miZeme psat In(2?) = 2In z. Potom

fa)=2 @)= )=

x x2’ x3’

() = -2

x4’

Pro n > 1 plati vzorec

V bodé x =1 tedy
f=0  fM10)=2-1""(n-1L

Taylorova fada v bodé 1 je proto

="
Z"n-

Postup substituci na rozvoj v bodé 0. Polozme h = x — 1. Pro |h| dost malé je x =1+ h > 0,
takze
In(z?) = 2lnz = 2In(1 + h).

Pouzijeme znamy rozvoj logaritmu:

=> (- "+1h he (—-1,1].
n=1
Tedy
i n—l—lh 2§: n+1 l)n

n

Podminka je
he(-1,1 < z€(0,2].
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Vysledek.
ln(l‘z):2(;1:—1)—(x—1)2+§(x—1)3_%(x_1)4+...
—9 i(—mﬂL ;Un, z € (0,2].

n=1
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