Suprema a infima — vzorova reseni 01MAT2cv

Suprema a infima — vzorova reseni

Material k tiloham ze sbirky

Hlavni opora: kapitola 6 Supremum a infimum; v nékolika odhadech pouzivame i elemen-
tarni tpravy z kapitol 1 a 7.

Pouzity vzor dikazu (podle Véty 6.7 a 6.8 ze skript MAT2).
Chceme-li dokazat, ze sup M = s, ovérime dvé vlastnosti:

S1. s je horni zdvora mnoziny M, tedy (Vz € M)(z < s).

S2. s je nejmensi horn{ zavora, tedy (Vs' € R)(s' < s)(Fz € M)(s' < z).
Chceme-li dokazat, ze inf M = i, ovéfime dvé vlastnosti:

I1. i je dolni zadvora mnoziny M, tedy (Va € M)(xz > i).

I2. i je nejvétsi dolni zdvora, tedy (Vi' € R)(i' > i)(3z € M) (i’ > x).

Poznamka k dloze 8. Zapis sup M = 400 lze chapat jako zkracené tvrzeni, ze mnozina M
neni shora omezena.

Uloha 1

Zadani Uloha 1

Dokazte, ze

ReSeni. Ozna¢me ,

2n°+n—+11
M, = € N}, = .

1= Aan|n ! fin n?+5

1. vlastnost infima: ¢éislo 2 je dolni zavora.
Upravime ¢len posloupnosti:

2n? +n + 11 2+n+1
ap = ——— = B —

" n% 45 n%+5
Protoze n+1>0an?>+5>0, je
Qp > 2 pro kazdé n € N.

Tedy (Vz € My)(xz > 2), takze 2 je dolni zavora mnoziny M.
2. vlastnost infima: zadna vétsi dolni zavora uz neexistuje.

Vezméme libovolné 7/ > 2. Chceme najit prvek mnoziny M, ktery je mensi nez . Zvolme n € N tak

velké, aby
2

n>-—-—-_.
i —2
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Suprema a infima — vzorova reseni 01MAT2cv

Pak pron > 1 plati n + 1 < 2n, a tedy

n+1 2n 2 y

Odtud dostéavame a, < . Tim je splnéna i druhd vlastnost infima.

Zavér. Podle Véty 6.8 ze skript MAT2 plati

inf M1 = 2.
Uloha 2

Zadani Uloha 2

Dokazte, ze

2n% +n + 11 S
su =-.
n2+5 3
ReSeni. Opét ozna¢me
2n? +n+11
M2:{an’nEN}7 an = nZ+ 5

1. vlastnost suprema: cislo % je horni zavora.

Staci ovérit nerovnost a, < %:

W < g < 3(2n® +n+ 11) < 7(n* +5)
= n?-3n+2>0 < (n—1)(n—2)>0.
Posledni nerovnost plati pro vsechna n € N. Tedy (Vz € Ms)(z < %), a proto je % horni zévora.
2. vlastnost suprema: Zzadna mensi horni zavora uz neexistuje.
Dokonce plati
S 241411 14 7

MNETITs T 6 3

Hodnota % tedy v mnoziné primo lezi. Vezmeme-li libovolné s’ < %, pak pro prvek a; € Ms mame

s’ < T a
3"
Tim je splnéna i druha vlastnost suprema.
Zavér. Podle Véty 6.7 ze skript MAT?2 plati
7
My = —.
sup Vi 3

Uloha 3
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Suprema a infima — vzorova reseni 01MAT2cv

Zadani Uloha 3

Dokazte, ze

iﬁ{“JWW”4wneN}:_a

n?—4n+5

ResSeni. Ozna¢me (1) ) )
—-1)"(n*+1
Ms ={b N b, = —w———=.
3 {n|nE }7 n n2_4n+5
Protoze
n?—4dn+5=(n-2>%+1>0,
je jmenovatel vzdy kladny.

Polozme si jesté
n?+1

Ukazeme, ze ¢, < 5 pro vSechna n € N:

2
1
_ Ll s e 2 1<5n2—20n+ 25
n?—4n+5

> 4n® —20n+24>0 <= 4(n—2)(n—3) >0.
Tato nerovnost plati pro vsechna prirozena n.

1. vlastnost infima: ¢islo —5 je dolni zavora.

Je-li n sudé, pak b, = ¢, > 0, tedy jisté b, > —5. Je-li n liché, pak b, = —c,, a protoze ¢, < 5,
dostavame
b, = —c, > —5.

Tedy (Vx € M3)(x > —5), takze —5 je dolni zdvora mnoziny Ms.
2. vlastnost infima: zadna vétsi dolni zavora uz neexistuje.
Mame

(-1)3(32+1) —10

b = = = —bh.
32-4-3+5 2

Hodnota —5 tedy v mnoziné pfimo lezi. Vezmeme-li libovolné i > —5, pak pro prvek bs € Ms plati

by = -5 <.

Druhé vlastnost infima je tim splnéna.

Zavér. Plati
inf M3 = —5.

Uloha 4

Zadani Uloha 4
Dokazte, ze

(=1)"(n? + 1)
wp{rﬂ—@rHs nelp=5
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Reseni. Zustaviame u téze mnoziny
My ={b, | neN}, b, =

7 predchozi dlohy uz vime, ze
2
n°+1
0< = ————<5.
TN _4n+5 -

1. vlastnost suprema: ¢islo 5 je horni zavora.

(—1)"(n*+1)
nZ—4dn+5

Je-li n sudé, pak b, = ¢, < 5. Je-li n liché, pak b, = —¢, <0 < 5. Tedy (Vo € My)(z <5), a proto

je 5 horni zavora.

2. vlastnost suprema: Zzadna mensi horni zavora uz neexistuje.

Plati
(-D’@+1) _5_,
22_-4.245 1

Hodnota 5 tedy v mnoziné lezi. Pro libovolné s’ < 5 pak mame

by =

s <5 = ba,
coz je presné druha vlastnost suprema.

Zavér. Plati
sup My = 5.

Uloha 5

Zadani Uloha 5

Dokazte, ze

1+ (-1)" 1
S N —_1)rtiz
sup { =0 4 (-1
Reseni. Oznaéme
14+ (=)™
Ms = {u, | n € N}, u":(2 ) +
Rozlisime sudéa a licha n: )
1——, nsudé,
=yt
—, n liché.
n
1. vlastnost suprema: cislo 1 je horni zavora.
Je-li n sudé, pak u, =1— % < 1. Je-li n liché, pak u, = %

horni zavora mnoziny Ms.

2. vlastnost suprema: Zzadna mensi horni zavora uz neexistuje.

Pro n =1 dostaneme
14+ (-1)

Ul 9

Hodnota 1 tedy v mnoziné piimo lezi. Pro kazdé s’ < 1 pak plati

s <1=uy.
Druhé vlastnost suprema je tedy splnéna.

Zavér. Plati
sup M5 = 1.
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Suprema a infima — vzorova reseni 01MAT2cv

Uloha 6

Zadani Uloha 6

Dokazte, ze

inf {1”2_1)71 + (—1)"“% ‘ n e N} =0.

Reseni. Zustavame u mnoziny

,  n sudé,

S|

Mg = {u, | n € N}, Uy =
, n liché.

Si= =

1. vlastnost infima: ¢islo 0 je dolni zavora.

Je-li n liché, pak u,, = % > 0. Je-li n sudé, pak n > 2, a proto

1 1 1

3

Tedy (Vz € Mg)(xz > 0), takze 0 je dolni zavora.
2. vlastnost infima: zddna vétsi dolni zavora uz neexistuje.

Vezméme libovolné i’ > 0. Zvolme k € N tak, aby

2k—1>%.
1

Polozme n = 2k — 1; to je liché pfirozené ¢islo. Pak

L
m—1 "

Up =

Tim jsme nasli prvek mnoziny Mg, ktery je mensi nez libovolné i > 0. Druhd vlastnost infima je
splnéna.

Zavér. Plati
inf Mﬁ = 0.

Uloha 7

Zadani Uloha 7

Dokazte, ze
. 3z +1— 222
inf { ————
2 + 51

>0f =2

3z +1—22°
M= {f@) |2 >0}, o) =T

Protoze pro x > 0 je jmenovatel kladny, mizeme bezpecné upravovat:

ResSeni. Oznacéme

C3x4+1—-222 4222410z 13z +1 =0

2 .
fla)+ x2 + bz 22 + b
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Suprema a infima — vzorova reseni 01MAT2cv

1. vlastnost infima: ¢islo —2 je dolni zavora.
7 predchozi ipravy plyne pro kazdé = > 0:
f(z) > —2.
Tedy (Vy € My)(y > —2), a proto je —2 dolni zdvora mnoziny M;.
2. vlastnost infima: zaddna vétsi dolni zavora uz neexistuje.
Vezméme libovolné i’ > —2. Potfebujeme najit = > 0, pro které bude f(z) < .

Pro > 1 plati 132 + 1 < 14z a soucasné a2 + 5z > 22, takze

132z +1 14z 14
0< 2= —— < —— = —.
flz) + 2+ 5 = 22 x

1
Zvolime-li nyni z > max{l, ,}, dostaneme
i+ 2

flx)+2<i 42
tedy f(z) < i'. Druha vlastnost infima je splnéna.

Zavér. Plati
inf M7 = —2.

Uloha 8

Zadani Uloha 8

Dokazte, ze

>0} = 400.

3z 41— 227
My={f(@) |2 >0}, f() ="

Jak bylo uvedeno v iivodni poznamce, zde staci ukazat, ze mnozina Mg neni shora omezena.

Pro 0 < z <1 plati

Reseni. Oznac¢me opét

3z +1—-222 =14 2(3—2x) > 1
a soucasné
x2+5$§x+5x:6x.
Proto pro 0 < z < 1 dostavame odhad

B3z +1-227 1

fl) = x2 + bx - 62

Nyni vezméme libovolné ¢islo K > 0. Zvolime x > 0 tak, aby
1
0 inql, — ;.
<zr< mln{ , GK}
Pak

1

Tedy ke kazdému K > 0 existuje prvek mnoziny Mg, ktery je vétsi nez K. Mnozina Mg tedy neni
shora omezena.
Zavér. V rozsiteném smyslu plati

sup Mg = +o00.

6/8



Suprema a infima — vzorova reseni 01MAT2cv

Uloha 9

Zadani Uloha 9

Dokazte, ze

inf {/nF1-vn|neN}=o0.

ResSeni. Oznacme

Mgy ={v, | n € N}, vy =Vn+1—+/n.
Racionalizaci dostaneme

 (n+1)—n 1

Uy = = > 0.
"TUVn+l+yn Vntl+yn

1. vlastnost infima: ¢islo 0 je dolni zavora.

Z predchoziho vztahu je vidét, ze v, > 0 pro kazdé n € N. Tedy (Va € Mg)(x > 0), takze 0 je dolni
zZavora.

2. vlastnost infima: zddna vétsi dolni zavora uz neexistuje.
Z odhadu v/n+ 14 /n > 2y/n plyne

1 < 1
Vn+1l+4+yn =~ 2yn

Vezméme libovolné ¢/ > 0. Zvolme n € N tak velké, aby

0<v, =

Pak

To je presné druhd vlastnost infima.

Zavér. Plati
inf M9 =0.

Uloha 10

Zadani Uloha 10

Dokazte, ze

Reseni. Oznac¢me
2z 4+ /x

Mo ={g(z) |z >0},  g(z) itz

Pro z > 0 muzeme vytknout /= ve jmenovateli:

()_2334-\/5_ B
T =%r e " a+ e 14z’
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1. vlastnost suprema: cislo 2 je horni zavora.

Protoze x > 0, je 1 + /2 > 0, a tedy
1

0.
1+ ~

B

Odtud plyne
1

—9_
Tedy (Vy € Mio)(y < 2), takze 2 je horni zavora.

<2 pro kazdé x > 0.

2. vlastnost suprema: zadna mensi horni zavora uz neexistuje.

Vezméme libovolné s’ < 2. Zvolme ¢&islo t > 0 tak, aby

1
t> 1,—— — 1%,
max{ 5o }
Polozme z = t2 > 0. Potom /z =t a

1
—2-——>2-(2-4)=5.
gla) =2 >2-(2-5) =5

Nasli jsme tedy prvek mnoziny Mg, ktery je vétsi nez libovolné s’ < 2. Druhd vlastnost suprema je
splnéna.

Zavér. Plati
sup Mg = 2.

Shrnuti.
Ve vétsiné tloh se osvédcil stale stejny postup:

e nejprve vyraz upravit tak, aby byla horni nebo dolni zavora vidét primo,

e potom druhou vlastnost suprema nebo infima dolozit bud dosazenim extrému, nebo
odhadem, ktery dovoli dostat se libovolné blizko k hledané hodnoté.
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