Pokrocilejsi limity posloupnosti — FeSené priklady 01MAT2cv

Pokrocilejsi limity posloupnosti — FeSené priklady

Dopliiujici materidl k dlohdm ze cviceni

Hlavni opora: kapitola 7 Posloupnosti realnych cisel; v dil¢ich dpravach pouZivame jesté bézZné vlastnosti
logaritmu a elementarni funk¢ni limity ze skripta MAT1.

Primé dpravy a standardni soucty
Priklad 1

Zadani

Urcete limitu posloupnosti

1+2+---4+n
a, = ————.

Postup

PouZijeme soucet aritmetické posloupnosti a potom Veétu 7.16.

Plati ’
1+2+---+n= n(n + ).
2
Proto n+) 1 .
n(n+
= =—|1+-
n 2n? 2 ( n)
ProtoZe % — 0, dostavame
1 1
a, — 5(1 +0) = 5
Vysledek
i 1+2+---+n 1
n—1>r-0I—loo n2 - 2
Priklad 2
Zadani
Urcete limitu posloupnosti
1 2 n—1
an=— +—
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Postup

PouZijeme soucet aritmetické posloupnosti a Vétu 7.16.
Vytkneme -:
n

1
an=—1+2+--+(n-1)).
n

Soucet v zavorce je

-1
1+2+---+(n—1)=%.
Tedy
_(n=Dn _n-1 1 ! 1
"Toom2 2n 2 n
Odtud hned plyne
1
a, — 5
Vysledek
I 1 2 n—1\ 1
st o )
Priklad 3
Zadani
Urcete limitu posloupnosti
Inn?
an = —.
" Innd
Postup
PouZijeme viastnosti logaritmu a Vétu 7.16.
Pro n > 1 plati
Inn? =2Inn,  Inn’=3Inn.
Proto
_2Ilnn 2

a3
Od ur¢itého indexu je tedy posloupnost dokonce konstantni.

Vysledek

Racionalizace a dominantni ¢len
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Priklad 4

Zadani

Urcete limitu posloupnosti

an, :n3/2(\/n+2—2\/n+1+\/ﬁ).
Postup

PouZijeme racionalizaci rozdilii odmocnin a potom Veétu 7.16.
Upravime vyraz v zavorce na rozdil dvou sousednich diferenci:

Vn+2-2Vn+1++vn=(Vn+2-Vn+1) - (Vn+1-+hn).

Po racionalizaci dostaneme

1
Vn+2-Vn+l= ———|
Vn+2+vVn+1
1
Vitl-vi=z — .
Vn+1++n
Proto
1 1
an=n3/2

Vn+2+Vn+1 _\/n+1+\/ﬁ '

Sectenim na spole¢ny jmenovatel:

an = n3/2 \/_ - Vn+ 2
" (Vn+2+Vn+ D(Vn+ 1++n)
Jesté jednou racionalizujeme Citatel:
T2
Vn+Vn+2
Tedy
—2n3/2

= (Wi+Vn+2)(Nn+2+Vn+ D)(Nn+ 1 + i)

V kazdé zévorce vytkneme /n:
-2
a, = .
T2/ W+ 2/n+ 1+ 1 n) (T + 1/n+ 1)

Nyni uz mizeme prejit k limité:

_2 1
T aEDa+n0+1) 4

Vysledek

1
lim n*?(Vn+2-2Vn+1++n) = —

n—+o0o 4
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Priklad 5

Zadani

Urcete limitu posloupnosti

B V2 +1+2Vn+1
Vi3 +n-3n

an

Postup

Pouzijeme vytknuti dominantniho rddu a Vetu 7.16.
V citateli je dominantni ¢len fddu n, ve jmenovateli také fadu n. Cely zlomek proto vydélime n:

Vn2+1 + 2vVn+1
a. = n n
n=
Vv _ 5
n

z ¥ 2

Jednotlivé ¢asti upravime:

241 1
Vn? + :\/1_'___)1’

n n?
2vntl_, L il

n \n n
Vid+n w341 +1/n2  1+1/n2 0

n n nl/4
Proto
1+0 1
a, — =——
T 0-3 3
Vysledek
V2 +1+2Vn+1 1
im =——
n—+eo 3 3y 3
Priklad 6
Zadani

Urcete limitu posloupnosti

an=n3(\jn2+\/n4T—n\/§).

Postup

PouZijeme dvojitou racionalizaci.
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Nejprve racionalizujeme vnéjsi odmocninu:

3 2+ Vnt+1-2n2 3 Vnt+1-n?
=n

=n

2+ vVt +1+nV2 V2 + Vnd + 1 +nV2

an

Jesté racionalizujeme Citatel:

1
Vn4+1—n2=—.
Vit + 1 +n?

nl

(Vn2+‘\/n4+1+n\/§)(\/n4+1+n2).

Nyni vytkneme ve jmenovateli n, resp. n°:

1
\/n4+1=n2w/1+—4,
n
1
\/n2+\/1m=n\fl+w/1+—4.
n

Tedy

a, =

Dostdvame tedy

1
an = .
(W1 + 1+ 1/n? +V2) (VT + 1/n* + 1)
Po prechodu k limiteé:
1 1

" NIV +1) avZ

Vysledek
1
lim n? (\/nz +Vnt+1 - n\/i) = —
n—+oo 4\/5
Priklad 7
Zadani

Urcete limitu posloupnosti

a, = n3 +3n2 —Vn? - 2n.
Postup

Pouzijeme rozklad na dva jednodussi rozdily a racionalizaci.

Pricteme a odecteme n:
an = (V3n3 +3n% —n) + (n— Vn? - 2n).

Oznacme si tyto dva Cleny jako u, a v,.
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Prvni €len. PouZijeme vzorec pro rozdil tfetich mocnin:

(n® +3n?) -n’ 3n?

(\/3713+3nz)2+n\/3n3+3r12+n2 (V3n3+3n2)2+n\/3n3+3n2+n2.

Po vydéleni n’:
3 3
2 - -
(ST+3/n)° +J1+3/n+1  1+1+1

Druhy ¢len. Racionalizaci dostaneme

2n
vp=n-Vn®>-2n= ———.
" n+vVn?-2n

Po vydéleni n:

2 2
Vv, = - =1
1++41-2/n 1+1
Celkem tedy
an=uUp+v, > 1+1=2.
Vysledek

lim (\3/113 +30 = = 2n) =2

n—+o0o

Stolzliv vzorec pro souctové posloupnosti
Priklad 8

Zadani

Urcete limitu posloupnosti

Postup

PouZijeme Stolziiv vzorec.
ZapiSme posloupnost ve tvaru

a, =
n
Oznaéme ; 1
Ap=14+—-+.--4+—, B, =n.
2 n

Pak B, roste a B, — +oo, takZe mlZeme pouZit Stolzliv vzorec:

. n . An+1 - An
lim — = lim —.
n—+o0 B,  n—o+co B, 1 — B,
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Spocitame diference:

1
An+l - An - ’ Bn+1 - Bn =1
n+1
Tedy
1/(n+1
fi ey B 8D g
n—+oo n—+oo 1
Vysledek
1 1
li -+—+---+—=|=0
n—1>r-|r—1c>o n 2n n2
Priklad 9
Zadani
Urcete limitu posloupnosti
Inn!
n= .
ninn
Postup
PouZijeme Stolziiv vzorec.
PoloZme
A, =Inn!, B, =nlnn.

Pron > 2 je B, > 0, posloupnost B, roste a B, — +oco. MiiZeme tedy pouzit Stolziiv vzorec:

. Ay
lim — =
n—+oo B,

Diference jsou

li An+1 - An
m ———

n—+oo Byii — By

Ans1 — An =In(n+1),

Buii—By=m+1)In(n+1) —nlnn.

Jmenovatel upravime:

(n+1)In(n+1)—nlnn=In(n+1)+n(In(n+1) - Inn)

:ln(n+1)+nln(1+l).
n

Dostavame

In(n + 1)

lim a, = lim
n—+co

Podle Véty 7.25 plati

|

1+-

PO L+ 1) +nln (1 + %)

1 n
— e,
3
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proto po zlogaritmovani{

Soucasné In(n + 1) — +o0, a tedy

1
nln(1+—) — 1.

n

nin(l + 1/n)

0.
In(n + 1)
Odtud uz plyne
. 1
m an =g = b
Vysledek
Inn!
lim —— =1

n—+oo nlnn

Priklad 10

Zadani
Urcete limitu posloupnosti
an
Postup

PouZijeme Stolziiv vzorec.
Oznacme

:\/T+\/§+---+\/EZZZ=1\/E

Posloupnost B,, roste a B,, — +co, proto pouzijeme Stolze:

A
lim =2 =

n—+oo Bn

Nyni ozna¢me

Pak
(n+1)3?
Protoze
a—b=
plati

_ 32 = 3

(V)? P
n
A, = \/;, B, = 32,
k=1
Apy1 —Ap Vn+1

lim = lim .
n—+oo Bn+1 — Bn Nn—+00 (n + 1)3/2 _ n3/2

a=Vn+1, b =+/n.

=a —

b® = (a — b)(a* + ab + b?).

1 1
Vi+1-+n= = ,
Vn+l++n a+b

a

_ala+b)
a3 -b3  a’+ab+b?
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Po vriceni zpét dostaneme

Vn+1 _ n+l+yn(n+1)
(n+1)32 —n32 n+1+w/n(n+l)+n'

Ted uZz staci vydélit n:

1+1/n++/1+1/n I+1 2

- = —.
1+1/n+1+1/n+1 1+1+1 3

Tedy

2
n—lglooan T3

Vysledek

i VI+V2+-- ++n

; _=
n—+oco (\/ﬁ)3 - 3

Exponencialni typ, n-té odmocniny a logaritmy
Priklad 11

Zadani

Urcete limitu posloupnosti

Postup

PouZijeme Cauchyho vzorec a limitni vzorec s ¢islem e.
Posloupnost je kladnd, takZze miiZeme zkoumat podil sousednich ¢lenti:

apy1 _ (n+ 1! n"

n n
a, (n+1)n+l 'H_(n+1) ’

Upravime jej na tvar s ¢islem e:

1
n+1 n+1 1- =
Podle Véty 7.26 je
1 n+l1
oo
n+1
a zdroveii 1 — - — 1. Proto
I Ap+l — -l
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Cauchyho vzorec nyni dava
lim <fa, = e L.
n—+oco
ProtoZe e ! < 1, existuje &islo ¢ takové, Ze e ™! < ¢ < 1 a pro viechna dost velkd n plati {/a, < q.Odtud

0<a,<q".

Podle Lemma 7.27 je ¢ — 0, atedy i a, — 0.

Vysledek

lim — =0
n—+oo plt

Priklad 12

Zadani

Urcete limitu posloupnosti

an=(1+\/n+1—\/ﬁ)‘/ﬁ.

Postup
PouZijeme logaritmovani; zde navaZeme na beznou funkcni limitu z MATI lir% (i) — 1,
X—
PoloZme
up =Vn+1-+n.
Paku, - 0Oa
1
Up = ——.
Vn+1++n
Proto

__Nn
\/'_lun_\/m+\/ﬁ

| —

Nyni vezmeme logaritmus:

In(1
Ina, = Vn In(1 +u,) = M\/ﬁun

n

Prvni faktor sméfuje k jedné, druhy faktor k % tedy

Ina, — 5
Spojitosti exponencidlni funkce dostaneme

an — e'/? = +e.
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Vysledek

lim (1+Va+1-vn)V" = e

n—+oo

Priklad 13

Zadani

Urcete limitu posloupnosti

31’1
a, = ”2"+7"+(§) :

Postup

PouZijeme sevieni dominantnim clenem 7".
Pro vSechna n € N plati

3\"
7" < 2"+7"+(5) <3.7"
Po odmocnéni n-tého stupné dostaneme
7 <a, <7Y3.
Sta&i tedy uréit limitu posloupnosti /3. Plati

Protoze podle Lemma 7.29 je % — 0, mdme

Spojitosti exponencidlni funkce tedy
B-oe=1.

Ze sevieni
7T<a,< 743 = 7

plyne

a, — 7.

Vysledek

n—+oo

3"
lim "2”+7"+(§) =7
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