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Parametrické krivky — resené priklady

Doplnujici material k iloham ze cviceni

Hlavni opora: kapitola 4 Poldrni souradnice a kapitola 5 Krivky dané parametricky; bézné
derivace a urcité integraly bereme ze skripta MAT1I.

Pouzité vysledky ze skripta

Prehled vzorcu, které se v resenich opakuji.
Prevod z polarnich do kartézskych T =1rcosp, y=rsine.

souradnic

Tec¢na parametrické kiivky Y (to)(x — X(tg)) = X(to)(y — Y (to)).

Plocha pod parametrickou kfivkou A= [7 A Y () X (t) dt.

Délka parametrické kiivky L= [ a ) + Y (t)2 dt.

Délka v polarnich sourfadnicich L= [ b/ + 7(p)? dep.

Povrch pfi rotaci kolem osy z P, =2r ff Y (t)/ X ()2 + Y (£)2 dt.

Plocha v polarnich soufadnicich A=1 ff r(p)? d

Pracovni poznamka. Kdyz parametrizace neni na celém intervalu prostd, rozdélime interval
na Casti, kde prosta je, nebo kiivku nejprve prepiSseme jako bézny graf funkce v kartézskych
souradnicich.

Uloha 1 — Teény ke kiivkam zadanym parametricky

1(a)
Zadéni

Urcete tecny ke kiivce
r=t>—2t+1, y=t*—4t> +4

v bodé (1,4).

Postup

Pouzijeme Veétu 5.2 o rovnici tecny.
Nejprve ovérime, pro které hodnoty parametru dostaneme bod (1,4):

2 —24+1=1 <= t?-2t=0 < t({t—2)=0.

Dostédvame tedy dvé hodnoty parametru: t = 0 a t = 2. Bod (1,4) lezi na krivce dvakrat,
proto musime spocitat dvé tec¢ny.

Derivace jsou
ity =2t—2,  g(t) =43 —8t.
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Pro ty = 0:

Rovnice tecny je

tedy

Pro tg = 2:

Rovnice tecny je

Po tpravé dostaneme

Vysledek

V bodé (1,4) mé kiivka dvé teény:

|y:4|, |y:833—4.

1(b)
Zadéni

Urcete tecnu ke krivce
x = 2t, y = cos(7t)

pro t = 0.

Postup

PouZijeme Veétu 5.2 o rovnici tecny.
Nejprve spocitame bod a derivace:

X(0)=0, Y (0) =cos0 =1,

z(t) =2, y(t) = —msin(nt), y(0) = 0.

Tecna tedy spliuje
0'(15_0):2(2/_1),

a proto
y = 1.

Vysledek
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1(c)
Zadéni

Urcete tecnu ke krivce
z = cos® t, Yy = sin® ¢

prot= 7.

Postup

Pouzijeme Vétu 5.2 o rovnici tecny.
Nejprve tecny bod:

x(D-(7) = ()-(9) -7

i(t) = 3cos®t - (—sint) = —3cos® tsint,

Derivace jsou

y(t) = 3sin®t cost.

V bodé ty = § dostaneme

Rovnice te¢ny tedy je

Po zkraceni dostaneme

B
tedy
V2
Vysledek
V2
1(d)
Zadani
Urcete teénu ke kiivce 1
95 = = y=t>+1

prot=1.
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Postup

Pouzijeme Vétu 5.2 o rovnici tecny.
Tecny bod je

Derivace:

V bodé tg = 1 tedy

Tecna splnuje rovnici

Po tpravé dostaneme

Vysledek

y=—2x+4|

Uloha 2 — Teény v polarnich soufadnicich a pievod do kartézského tvaru

2(a)
Zadani

Urcete tecnu ke krivce )
sin ¢ — cos @

sin ¢ + cos
pro ¢ = 0 a vysledek prevedte do kartézského tvaru.

Postup

Pouzijeme nejprve Vétu 4.2, potom Vetu 5.2.
Uhel ¢ budeme chapat jako parametr. Z prevodu z polarnich souradnic dostaneme

z(p) =r(p)cosp,  y(p) =1(p)sing.

Pro ¢ =0 je

tedy tec¢ny bod je

Nyni spocitame derivaci 7:

) &
r'(p) = :
v (sin ¢ + cos ¢)?
V bodé ¢ = 0 tedy

r'(0) =2



Parametrické krivky — resené priklady

01MAT2cv

Proto

() = 7' (p) cos o — r(p) sin p,

a po dosazeni ¢ = 0 dostaneme

Rovnice tecny je tedy

Po uprave:

—1(z = (-1)) = 2(y - 0).

z4+2y+1=0.
Vysledek
z+2y+1=0|
2(b)
Zadani
Urcete teénu ke kiivce 5
~ 41— cos %)

pro ¢ = % a vysledek prevedte do kartézského tvaru.

Postup

Pouzijeme nejprve Vétu 4.2, potom Veétu 5.2.

Zavedeme parametricky popis

z(p) =

Tecny bod pro g = ¢ je

5 Ccos @

4 —cosy’

5V3

5.¥3
Tro =

4-5

&l\}

Nejprve spoéitame derivaci r:

Odtud

¢W)=WwM%¢—TWNm¢=—(

J(p) =1'(¢)sing +r(p) cosp =

Po dosazeni g = & dostaneme

do = —

:8—\/5’ y0:4_

r'(e) =

40

® dsin ¢
i 4 —cosp
5.4 5
_ 9sing
(4 —cosp)?’
20sin
4 — cosp)?’
5(4cosp —1)
(4 —cosg)?
_20(2v/3-1)
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Tec¢na proto splnuje
20(2v/3 — 1) _ 40
Teovar T T o)

Po zkraceni:
(2v3 = 1)(z — z0) + 2(y — yo) = 0.

Jesté dopocitame konstantu:

5(2V3-1)V3+10 _5(6—3)+10 _58-V3) _ .
8§ -3 O 8—v3 8- v3 7

Tedy vysledna kartézska rovnice tecny je

(2V3 — 1)z + 20 =

(2v3 — 1)z + 2y = 5.

Vysledek

(2V3 - 1)z +2y =5|

Uloha 3 — Body s horizont4lni a vertikalni te¢nou
3(a)
Zadani
Najdéte body, ve kterych ma ktivka
z=t%— 2, y=1t3—3t>+2t

vertikalni a horizontdlni tecny.

Postup

Pouzijeme Vétu 5.2.
Spocitame derivace:
it)=2t—-2=2(t—-1), gt)=3t>—6t+2=3(1t—-1)2—1.
Horizontalni te¢na. Potfebujeme y(t) = 0 a zaroven z(t) # 0:
1 1
3t—1)2—1=0 = (t-1P2=2 < t=14+—.
(t-1) (-1 = 7
Polozme u =t — 1. Pak
=t -2%=(t-12-1=u?—1,
y=1> 32+ 2t =t(t — 1)t —2) = (u+ Du(u—1) =u* —u.
-1
Prou ==+ 7 dostaneme

1 2 1 2
S _1-_= Y e
Y73 3 Y “(3 )
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Tedy body s horizontalni te¢nou jsou

ST )

Vertikalni te¢na. Potfebujeme #(t) = 0 a zaroven y(t) # 0:
2t-1)=0 < t=1.

Pak
y(1) =-1#0,

a tedy vertikdlni te¢na opravdu nastava. Bod je

r(l)=1-2= -1, y(l)=1-3+2=0.

~ Vysledek <

Horizontalni tecny méa krivka v bodech

|
Wl N
w
Qlw
w
N——

(55|

Vertikalni teénu ma v bodé

3(b)
Zadani
Najdéte body, ve kterych ma ktivka
x =3+ 2sint, y=2+5sint

vertikalni a horizontdlni tecny.

Postup

Nejprve odstranime parametr. Z prvni rovnice dostaneme

xr—3
—5

sint =

Po dosazeni do druhé rovnice:

r—3 5 11
:2 . = - —_ T .
Y +5 5 2x 5

Geometricka krivka je tedy pouze ¢ast primky

5 11
=_r——.
Yy=3% 775
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V reguldrnich bodech (kde cost # 0) je

dy vy 5
Z(t) = 2cost, 7(t) = b cost, —_— ===
(t (1) g
Sklon tec¢ny je tedy porad stejny; neni ani horizontdlni, ani vertikalni.
Pro cost = 0 vychazi & = y = 0, takze parametrizace v téchto bodech na okamzik ,zastavi®,
ale geometrickd kiivka je stdle tatdz primka. Ani zde nevznikne horizontalni ani vertikalni

tecna.

~ Vysledek N

Krivka nema zadnou horizontalni ani vertikalni tec¢nu. Jde o ¢ast piimky

) 11
)
Uloha 4 — Délky kiivek
4(a)
Zadani
Spoctéte délku kiivky
r = e'sint, y = e’ cost, t €0, n].

Postup

Pouzijeme Vétu 5.4 o délce parametrické krivky.
Derivace:
#(t) = e'(sint + cost), y(t) = e'(cost — sint).

Proto
(t)* 4+ 9(t)* = e*((sint + cost)? + (cost — sint)?)

=e?t. 9.

Délka je tedy
L:/ v262tdt:\/§/ el dt = V2e!]7.
0 0

Vysledek
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4(b)
Zadéni

Spoctéte délku krivky

Postup

PouZijeme Veétu 5.4 o délce parametrické krivky.
Derivace jsou
(t)=2t,  g(t) = 3t%

Tedy

1 1
L:/ VAt2 + 9t dt:/ tv4 + 9t2 dt.
0

0

Pouzijeme substituci
=4+ 9t% du = 18¢ dt.

Pak

1 (18 1 2 13
-t du= = 228,

s ), Vedu=gg 3l

Vysledek
I 13v/13 — 8
21
4(c)
Zadani
Spoctéte délku krivky v polarnich souradnicich
r=e*, ¢ €0, 2m].

Postup

Pouzijeme Vétu 5.5 o délce krivky v poldrnich souradnicich.
Méme
r(p) =€, i(p) =267,

Proto ) )
L= / Vete + dete dp = / V5 e de.
0 0

Po integraci:

L=va [l

2 0
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Vysledek
L= Y5 (et
2
4(d)
Zadani

Spoctéte délku krivky

x = 2cost, Yy = 2sint, te {0,%}.

Postup

PouZijeme Vétu 5.4 o délce parametrické krivky.
Derivace jsou
x(t) = —2sint, y(t) = 2cost.

V()2 + 9(t)2 = VAsin?t +4cos? t = 2.

w/6
L:/ 2dt=2- L,
0 6

Tedy

Délka oblouku je

Vysledek

Uloha 5 — Povrchy rota¢nich téles p¥i rotaci kolem osy =
5(a)

Zadani

Spoctéte povrch télesa vzniklého rotaci krivky
T = rcost, y = rsint, t €0, 7]

kolem osy x.

Postup

Pouzijeme Veétu 5.8 o povrchu rotujici parametrické krivky kolem osy x.
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Derivace jsou
x(t) = —rsint, y(t) = rcost.

Proto
(1) + 907 = 1.
Povrch je
T vy
P = 277/ rsint-r dt = 27Tr2/ sint dt.
0 0
A protoze
iy
/ sint dt = 2,
0
dostaneme
P = 4702,
Vysledek
[P =4m?]
5(b)
Zadani

Spoctéte povrch télesa vzniklého rotaci kolem osy x pro krivku
y? —2lny = 4z, y € [1,2].

Pouzijte parametrizaci y = ¢.

Postup

Pouzijeme Vétu 5.8 o povrchu rotujici parametrické krivky kolem osy x.

7 parametrizace y = t dostaneme

t2 —2Int

x(t) = — y(t) = t, tell,?2].

Derivace:

2t —2/t 2 -1
t = =
a(t) 1 5
Proto

() = 1.

2 —1)2 th+2t2+1 241
Y 2 y p— 7( 1 pu— pu—
VED? +9(t) \/ w \/ 412 2

protoze na intervalu [1,2] je t > 0.
Povrch tedy vyjde

2 t2 1 2
P:27r/t- + dt:w/(tQ—i—l)dt.
1 2t 1

Po integraci:

Y
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Vysledek

5(c)

Zadani

Spoctéte povrch télesa vzniklého rotaci kolem osy x pro krivku

Postup

4y = 23, x € [0,1].

PouzZijeme Veétu 5.8 o povrchu rotujici parametrické krivky kolem osy x.
Zvolime parametrizaci

t3
=1 = — t € [0,1].
T 5 Yy 45 € [ ) ]
Derivace jsou
) . 3t2
() =1, y(t) = i
Proto
/. . 94 1
Povrch je
1 t3 1 1
P=2r T Z\/16+ ott dt = %/ 316 + 9t4 dt.
0 0
Substituce
uw =16+ 9t*, du = 36t% dt
da - )
T us 25
P=_— du = — - = [u®?]2.
288 Jig V4= 355 31 s
Vysledek
_ 6lm
432
5(d)
Zadani

Spoctéte povrch télesa vzniklého rotaci kolem osy x pro krivku v polarnich soufadnicich

™
=e” pe (0,5
r er, |:,2:|
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Postup

Pouzijeme nejprve Vétu 4.2, potom Veétu 5.8.
Zapiseme kiivku parametricky pomoci ¢:

X(p) =e¥ cosp, Y (p) = e?sin .

Derivace: ' .
X(p) = e?(cosp —singp), Y (p) = e?(sinp + cos ).

Proto

\/X(90)2 +Y(p)? = e“’\/(coscp — sin )2 + (sin ¢ + cos )2

= e?V/2.

Pozor: funkce X () neni na celém intervalu prosté, protoze

Proto interval rozdélime na dvé ¢asti [0,7/4] a [r/4,7/2], na nichz je X prostd, a povrchy
seCteme. Integrand je ale na obou ¢astech stejny, takze rovnou dostaneme

w/2
P= 27r\/§/ e2#sin ¢ de.
0

Primitivni funkce je
1
/62” sinp dp = gez“”(Q sin ¢ — cos ).

Tedy
2w/ 2 /2
P = 7r5\f {e2¢(2 sin ¢ — cos gp)} .
Vysledek
2m\/2
pP= 7:¥f_(2e” +1)|

Uloha 6 — Plochy v ki¥ivce
6(a)

Zadani

Urcete plochu pro krivku

Postup

PouZijeme Vétu 5.8 o plose pod parametrickou krivkou; nejprve ale upravime krivku do
kartézského tvaru.
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7 rovnice x = t? plyne t* = z2. K¥ivka tedy spliuje
y = 42® 4+ 1, x> 0.
Parametrizace 2 = t? navic stejnou vétev paraboly probihd dvakrat, proto je pfirozené vzit

jen jeden prosty pruchod (ekvivalentné napriklad ¢ > 0).
Plocha mezi touto ktivkou a osou = by byla

A:/ (422 +1) da.
0

Tento nevlastni integrél diverguje, protoze uz ¢len [;* 4x? dz je nekonec¢ny.

Vysledek

Konecéné plocha nevznika; odpovidajici nevlastni integral diverguje.

6(b)
Zadani

Urcete plochu pro kiivku
x = sint, y =1+ cos’t.

Postup

Pouzijeme Vétu 5.8 o plose pod parametrickou krivkou.
Aby byla funkce X (t) = sint prostd, vezmeme jeden tplny prichod obloukem na intervalu

te[ﬂf]
2’21

z(t) = cost.

Na tomto intervalu je y > 0 a

Podle vzorce ze skripta tedy

/2
A:/ (1 + cos?t) cost dt.
—m/2

Vyuzijeme sudost integrandu:
w/2
A:2/ (1 + cos?t) cost dt.
0

Polozime
u = sint, du = cost dt.

Pak na intervalu ¢t € [0, 7/2] pfechazi u od 0 do 1, takze

A:24%1+Ufwf»du:2A%2—u%dw
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Vysledek
1
a=1
3
6(c)
Zadani

Urcete plochu pro kiivku
r = tant, Yy=—".
cost

Postup

Na intervalu

t€< T 71')
272

je x = tant prosta a popisuje hlavni vétev kiivky. Eliminaci parametru dostaneme

1
yz—:\/1+tan2t:\/1+$2, z € R.
cost

Plocha mezi kfivkou a osou x by tedy byla
o0
A:/ V1422 de.
—o

Pro z > 0 plati

V1+a2 >,
proto podle srovnani
o0
A> / z dz = oo.
0

Nevznikd tedy zaddna konecnd plocha.

Vysledek

Konec¢na plocha nevznika; nevlastni integral diverguje.

6(d)
Zadani

Urcete plochu pro kiivku

1
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Postup

Z prvni rovnice mame t = 1/z, a proto

Protoze t € (0,3), odpovidd tomu

“(5)
T —,00 | .
37

Plocha mezi krivkou a osou x by tedy byla

A= z? dz.

1/3

Tento nevlastni integral diverguje, protoze

3

2 $

do =2

/xm 3

a vyraz x°/3 roste do nekonecna.

Vysledek

Konec¢na plocha nevznika; nevlastni integral diverguje.

6(e)

Zadani
Urcete plochu uvnitt kiivky v polarnich soutadnicich

r = a.Ccos p.

Postup

PouZijeme Veétu 4.6 o plose v poldrnich souradnicich.

Krivku jednou opiseme pri
T
(28S |:_27 2] )
protoze prave zde je r = acosp > 0.
Plocha je
a2

Al/ﬂ/2a?cos2 dp = —
2 v

Na symetrickém intervalu plati

—7/2

tedy

/2
/ cos? ¢ dp = T

w/2
/—7r/2

N |

)

cos? ¢ dep.
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Vysledek
4T
4
6(f)
Zadani

Urcete plochu v poldrnich souradnicich pro kifivku

__pr c [W W]
~ 1—cosyp’ S a2
Postup
Pouzijeme Vétu 4.6 o plose v polarnich souradnicich.
Plocha je
1 rm/2 p2
A=— — de.
2 Jr/a (1 —cosgp)? v
Pouzijeme identitu
1 —cosp = 2 sin? %
Pak ) /2
™
A= p—/ csct P dep.
8 Jrja 2
Substituce
u = f, dp =2 du
2
da

3

2 rm/4
A= / csctu du.
w/8

|

Primitivni funkce je

1
/csc4u du = — cot u — = cot> u.

Proto ) /4
™
A= P [—cotu — cot3u}
4 /8
Dosadime .
cotzzl, cot — =+v2+1
Po tpravé dostaneme
A_232@+%@)
4 3
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Vysledek

A:%2(3+4\/§).
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