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PREDMLUVA

Tento studijni text doprovazi kurz linedrnfho programovani 01LIP na FJFI CVUT v Praze
a presné kopiruje jeho strukturu.

Obsah textu je do zna¢né miry inspirovan existujicimi u¢ebnimi texty a monografiemi,
zejména pracemi Linedrni programovdni: Uvod pro informatiky (Matousek, 2006), Line-
drni a nelinedrni programovdni (Rohn, 1997), Understanding and Using Linear Program-
ming (Matousek and Géartner, 2007), Linear Programming: Foundations and Extensions
(Vanderbei, 2020), Introduction to Linear Optimization (Bertsimas and Tsitsiklis, 1997) a
Theory of Linear and Integer Programming (Schrijver, 1986).

Text obsahuje také témata nad ramec zkousky z tohoto predmétu.
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FORMULACE ULOHY LINEARNIHO
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Formulace tlohy linedarniho programovani

1 Zaklady linearniho programovani

Na tvod pripomenme pro nékoho mozna prekvapivy fakt: slovo programovdni zde nezna-
mena psani pocitacového programu. V historickém vyznamu oznacuje sestaveni planu ¢i
rozvrhu. Obor vznikal diive, nez byly pocitace bézné dostupné. Dnes budeme linedrnim
programem (LP) rozumét optimaliza¢ni tlohu s linedrni ucelovou funkei a koneéné mnoha
linedrnimi rovnicemi nebo nerovnicemi. Stejny obor se proto nazyva také linedrni optima-
lizace. Zékladni teorii a Ceské nazvoslovi lze porovnat napiiklad s texty Matousek (2006)
a Rohn (1997). Soustavny moderni vyklad podavaji Matousek and Géartner (2007).

Formalni zapis LP je prekvapivé jednoduchy, ptresto jde o mimoradné uzite¢ny aparat.
Linearni model se hodi vsude tam, kde lze podstatné vazby vyjadrit soucty: kapacitami
stroju a zdroju, bilancemi materialu ¢i energie, rozpoc¢tovymi omezenimi nebo minimal-
nimi pozadavky na kvalitu. Rozhodovaci proménné popisuji nase volby, omezeni tikaji,
které volby jsou dovoleny, a ucelova funkce rozhoduje, kterou z nich povazujeme za nej-
lepsi. Pravé tento slovni popis nyni prevedeme do maticového jazyka.

1.1 Standardni a rovnicovy tvar linearniho programu

Nejprve ustalime znaceni a dva tvary tlohy, mezi nimiz budeme v dalSich kapitolach
prechazet. Nazvy téchto tvari nejsou v literature jednotné, proto vzdy uvedeme nejen
nazev, ale i presny zapis.

Znaceni 1.1: Notace a konvence

Necht m,n € N jsou pocty omezeni a proménnych. Vektory chdpeme jako sloupcové.
Matice A € R™*" m4 i-ty fadek a; a prvek a;;. Ddle x € R", b € R™ a ¢ € R™.
Vektorové nerovnosti, naptiklad x > 0, vzdy chapeme po slozkach. Horni index T
znaci transpozici.

Standardni maximalizac¢ni tvar

V tomto textu budeme standardnim maximaliza¢nim tvarem rozumét tlohu

maximalizovat ¢'x,
pii Ax <b, (1.1)
x> 0.

Definice 1.2: Ué&elova funkce

Linearni funkci
n
T — . .
c' xX= E Cj;
=1

nazyvame ucelovou funkci. Proménné x; jsou rozhodovaci promeénné a slozky vektoru
¢ jsou jejich koeficienty v tcelové funkei.

V obecné optimalizaci mtze byt tcelova funkce témér libovolna. V tomto kurzu si vsak
— docela vérni jeho nazvu — vystacime s funkcemi linearnimi. Jejich jednoduchost nam
pozdéji umozni spojit vypocet s velmi nadzornou geometrii.
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Po slozkach ma (1.1) tvar
maXchxj pri Zaija’;jgbi (i1=1,...,m), ;>0 (j=1,...,n).
j=1 j=1

Podminku nezapornosti je nutné uvést: bez ni by slo o jinou tlohu.
Analogicky budeme standardnim minimalizacnim tvarem rozumeét

minimalizovat ¢'x,
pii Ax > b,
x > 0.

Volba opac¢ného sméru nerovnosti je uzitecnd pri konstrukci dualni tdlohy. Kazdou mini-
malizaci lze zaroven prevést na maximalizaci zménou znaménka tcelové funkce.

Poznamka 1.3: Volna proménna

Proménnou bez znaménkového omezeni, z; € R, nazyvame volnou. Nahradime ji
rozdilem x; = xj —x;, kde xj, z; > 0. Rozsifeny model ma o jednu proménnou

; . L = 7 ’ . AR o /
vice. Zobrazeni (Ij y 5 ) — x; neni prosté, ale jeho obraz pokryva vsechny puvodni
hodnoty. Po navratu k ptivodnim proménnym proto dostaneme pravé ptuvodni pri-
pustnd feseni. V ¢istém ILP musi byt také a:;L a x; celociselné. Posun celociselné
proménné o necelociselnou dolni mez naproti tomu celoc¢iselnost obecné nezacho-

Vava.

Pro simplexovou metodu bude vyhodny rovnicovy tvar. U nerovnosti typu < zavedeme
pricitanou doplitkovou proménnou (angl. slack variable) s; > 0,

asz < bz < a;rx + s = bi7
a u nerovnosti typu > odecitanou dopliikovou proménnou (angl. surplus variable) s; > 0,

T T
a,x>b < ax—s =0

Rovnicovy tvar LP

Po rozkladu volnych proménnych a zavedeni doplikovych proménnych lze linearni
program zapsat ve tvaru

max ¢'x pii Ax =b, x > 0. (1.2)

Zmaceni A, x, ¢ zde jiz zahrnuje i nové zavedené sloupce, proménné a nulové koefici-
enty v ucelové funkci.

Je-li ptiivodni soustava rozdélena na bloky <, = a >, Ize tentyz prevod zapsat podrobnéji
jako
Asx + S< = bg,
A_x =b_, X,S<,8> > 0.

AEX — 8> = bz,
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Ptvodni a rozsiteny model jsou ekvivalentni v nésledujicim presném smyslu: kazdému
ptuvodnimu pripustnému bodu odpovidaji jednoznacné urcené doplinkové proménné. Po
pripadném rozkladu volnych proménnych se puvodni bod ziskd linearnim zobrazenim
rozsiteného bodu. Hodnota ucelové funkce se nezmeéni.

Pro¢ se naméahat s rovnicovym tvarem? Rovnosti spolu s nezapornosti umozni vybrat
nekolik sloupctt matice, prislusné proménné dopocitat a vSechny ostatni polozit na nulu.
Tato zdanlivé cisté algebraickd konstrukce bude presné odpovidat “rohtim” pripustné mno-
ziny. Odtud uz vede ptiméa cesta k bazickym pripustnym reSenim a simplexové metodé.

Poznamka 1.4: Rizné nazvy tvari

Neékteri autori nazyvaji rovnicovy tvar standardnim nebo kanonickym. Jini pouzivaji
stejnd slova pro nerovnicovy tvar. V této knize znamend standardni tvar zapis (1.1)
a rovnicovy tvar zapis (1.2). Pfesny vzorec mé vzdy prednost pred ndzvem.

1.2 Pripustna mnozina a optimalni reSeni

Pri kazdé optimalizaci musime nejprve Tici, mezi jakymi body viibec smime vybirat. U
standardniho tvaru tuto mnozinu prec¢teme primo z omezeni.

Definice 1.5: Pripustna mnozZina a optimalni reseni

Pro tdlohu (1.1) je
P={xeR"|Ax <b, x>0}

pripustnd mnozina. Bod x € P je pripustné reseni. Pripustny bod x* je optimdini
reseni maximalizacni ulohy, jestlize

c'x <c'x* pro vSechna x € P.

Cislo z* = ¢"x* je optimdlni hodnota. Pro minimalizaci se smér posledni nerovnosti
obrati.

Poznamka 1.6: Tridda osudi linearniho programu
Maximaliza¢ni linearni program je pravé v jedné z téchto situaci:

a) je nepripusing, tedy P = &,

b) je neomezeny shora, tedy P # & a supy.p€'x = +00,

¢) mé konecnou optimalni hodnotu a alespor jedno optimélni FeSeni.

U minimalizace se ve druhém bodé mluvi o neomezenosti zdola. Skutecnost, ze ko-
necné supremum linedrni funkce na neprazdném mnohosténu je skutecné dosazeno,
zaruci zakladni véta linearniho programovani, kterou dokazeme pozdéji. Pti prvni
analyze konkrétni tlohy se proto vzdy ptame, ktery z téchto t¥i osudt nastal.
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2 Prevody mezi tvary

Slovni modely prichdzeji v nejriznéjsich podobach. Nasledujici praktické recepty nam
dovoli prevést je do jednotného tvaru, s nimz se dobte pracuje v geometrii i v algoritmech.
Kazda tprava zachovava pripustna reseni a hodnoty tcelové funkce po uvedeném zpétném
prevodu.

1. Minimalizace a maximalizace.
min ¢'x <= max (—¢)'x.

Optimalni body se neméni a optimalni hodnota zméni znaménko.

2. Smér nerovnosti a rovnost.
aiTx 2 bl — (—ai)Tx S —bl

Rovnost 1ze nahradit dvojici opac¢nych nerovnosti. V modelu ji vsak obvykle ponechame
jako rovnost, protoze zdvojeni radku je zbytecné.

3. Rovnicovy tvar. K nerovnosti typu < pricteme a od nerovnosti typu > odecteme
nezapornou doplinkovou proménnou, jak bylo uvedeno vyse. Samotné zavedeni odecitané
doplikové proménné obecné nevytvori vychozi pripustnou béazi. Tuto otazku tesi kapi-
tola 5.

Pricitand dopliikova proménnd (angl. slack variable) méfi nevyuzitou rezervu, odeci-
tand dopliikovd proménnd (angl. surplus variable) pak prebytek nad pozadovanou mezi.
Nejde tedy jen o algebraicky trik: v mnoha modelech maji tyto proménné primy prakticky
vyznam.

4. Volné proménné a meze. Volnou proménnou nahradime rozdilem dvou nezapor-
nych proménnych. Ma-li proménna meze L; < z; < Uj, zavedeme

.l’j:Lj+yj, OSyJSUJ—LJ

Dolni mez se tim odstrani a horni mez ziistane jedinym linearnim omezenim.

5. Absolutni hodnota a maximum linearnich funkci. Pro linearni funkci ¢ plati
H(x) <t — —t</{(x)<Ht,
pricemz t > 0 plyne jiz z téchto dvou nerovnosti, je-li soustava pripustna. Minimalizaci

minZwi|€i(x)|, w; > 0,

lze linearizovat pomoci ¢; > 0 a omezeni —t; < {;(x) < t;, pri¢emz se minimalizuje
> wit;. Pro w; > 0 musi v optimu platit ¢; = |¢;(x)]. Je-li w; = 0, rovnost nemusi byt
v kazdém optimalnim feseni splnéna, ale t; 1ze na absolutni hodnotu snizit bez zmény
ucelové hodnoty.
Podobné
min max {a;x + by}

x k=1,..,q

pievedeme na minimalizaci ¢ p¥i omezenich aJx + by < ¢ pro vSechna k.
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Poznamka 1.7: Kontrolni seznam prevodu
Neexistuje jediny povinny sled tprav. Vzdy vsak zkontrolujte:
1. zda je spravné zménéno znaménko ucelové funkce,
2. zda byly zachovany sméry vsSech nerovnosti,
3. zda kazda proménnd ma vyslovné uvedeny obor,
4. zda doplnkové proménné maji nulové koeficienty v ucelové funkci,
5. jak se z feseni rozsiteného modelu obnovi pivodni proménné.
Pro simplexovou metodu budeme zpravidla mirit k maximaliza¢nimu rovnicovému
tvaru max{c'x | Ax =b, x > 0}.
Priklad 1.8: Prevod dlohy s volnou proménnou
Uvazujme
min 2xy — o pri  — x1 + 229 > 1, T+ xo = 3,
kde 1 > 0 a 22 € R je volna. Projdéme prevod po jednotlivych krocich:
1. zménou znaménka tcelové funkce dostaneme max(—2x; + x3),
2. volnou proménnou rozlozime jako zy = x5 — x5, kde x5, 25 > 0,
3. nerovnost vynasobime ¢islem —1, takze xy — 225 < —1,
4. doplnime rezervu s > 0 a nerovnost nahradime rovnosti.
Po dosazeni rozkladu x5 je vysledny rovnicovy tvar

max — 271 + T4 — 5,
pii z; —2z) +2z, +s5=—1,
T+ 1y — 1y =3,

Jr —
T1,Ts , %5 ,5 > 0.

Zaporna prava strana prvni rovnice neni chyba ekvivalence, ale naznacuje, ze do-
plikova proménnd sama neposkytne vychozi pripustnou bazi.

Priklad 1.9: Prevod intervalové meze

Intervalové meze potkavame napiiklad tehdy, kdyz proménna predstavuje kapa-
citu s predepsanym minimem i maximem. Nemusime kvili nim zavadét dvé nové
proménné.

Pro 1 <z <5 polozme x = 1 4 y. Pak 0 < y < 4. Ve vSech omezenich i v icelové
funkci nahradime x vyrazem 1 + y. Pro rovnicovy tvar lze horni mez zapsat jako
y+s=4, kde s > 0.
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3 Celociselné a smisené celocCiselné programovani

V mnoha praktickych tlohdch nestaci dovolit proménnym libovolné realné hodnoty. Pocet
vozidel nebo smén musi byt celociselny a rozhodnuti oteviit—neoteviit provoz lze priro-
zené vyjadrit bindrni proménnou. Takové podminky zasadné méni geometrii i vypocetni
obtiznost ulohy. Zatim se nauc¢ime ILP a MILP pouze bezpecné rozpoznat a zapsat. K
metodam jejich TeSeni se vratime v posledni kapitole.

Celociselny linearni program (ILP)

V ¢istém celociselném linedrnim programu jsou vsechny rozhodovaci proménné ce-
lociselné, napriklad
max ¢'x pii Ax <b, x € Z.

Bindrni proménna navic spliuje z; € {0, 1}.

SmiSeny celociselny linedrni program (MILP)

Ve smiseném modelu je celociselna jen ¢ast proménnych:

max c;y + czz,
pri Ayy+ A,z <b,
yezZt, zeRV”

Pripustna mnozina ¢istého ILP je mnozina celociselnych bodi mnohosténu, tedy dis-
krétni mnozina. Pripustna mnozina MILP mtize obsahovat celé spojité polyedrické casti,
ale obecné neni konvexni. Nelze proto bez dalsiho prenést geometrické zavéry z LP na
ILP ¢i MILP.

3.1 Vypocetni slozitost

P1i tvrzenich o slozitosti predpokladame racionalni vstupni data zapsana v binarnim
kodovani. Velikost vstupu zahrnuje i pocet bit koeficienti. Linedrni programovani je
resitelné v case polynomidlnim ve velikosti takového vstupu. Naproti tomu rozhodovaci
verze obecného celociselného linedarniho programovani je NP-tiplna a optimalizac¢ni verze
je NP-tézkd. MILP obsahuje ILP jako zvlastni pfipad (Schrijver, 1986, Papadimitriou,
1981). To nevylucuje rychlé feseni mnoha praktickych instanci. Pokud vsak P # NP,
neexistuje polynomidlni algoritmus pro vSechny instance obecného ILP.

Poznamka 1.10: Co zde znamenaji pojmy NP-tézky a NP-tplny?

Rozhodovaci problém se pta pouze na odpovéd ano—ne, napriklad zda existuje pri-
pustné celociselné teseni s ucelovou hodnotou alespon K. Problém je NP-tézky,
jestlize na néj lze v polynomialnim case prevést kazdy problém ze tiidy NP. Je-
li soucasné sam ve tridé NP, nazyvame jej NP-uplngm. Nefikdme tim, ze kazda
konkrétni tloha musi byt v praxi pomald. Jde o varovani, ze pro vSechny instance
obecné neocekavame jeden vzdy rychly algoritmus.
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3.2 LP-relaxace

LP-relaxact ziskame vypusténim celociselnych podminek pii zachovani vsech ostatnich
omezeni. Pfipustnd mnozina se tim zvétsi. Proto pro maximalizaci plati z{p > 2{;p a pro
minimalizaci opa¢na nerovnost, pokud jsou obé optimalni hodnoty konecné.

K ¢emu je reSeni uvolnéné tlohy dobré, kdyz jsme puvodné chtéli cela cisla? Prave
proto, ze optimalizujeme pres vétsi mnozinu, dostdvame optimistickou mez na vysledek
vyuzijeme pii rozhodovani, které casti stromu metody vétvi a mezi uz nemohou obsahovat
lepsi celoc¢iselné Teseni.

Nezapornd aditivni mez konkrétni instance je pro maximalizaci 2{p — 2{1p @ pro mini-
malizaci z{; p — 27 p. Multiplikativni pomér celociselnosti se obvykle definuje jen pro kladné
optimélni hodnoty: u minimalizace jako zf; p/2{p > 1 a u maximalizace jako zfp /27 p > 1.
Bez podminky kladnosti mize byt pomér nedefinovany nebo zavadéjici. Termin mez celo-
ciselnosti (angl. integrality gap) se navic ¢asto pouziva pro supremum téchto poméra nad
celou urcenou tridou instanci. Vzdy proto uvedeme, zda mluvime o jedné instanci, nebo
o tridé uloh.

4 Kratké srovnani s linearni algebrou

Prvni semestr linearni algebry jste pravdépodobné stravili u matic, soustav rovnic a Gaus-
sovy eliminace. V linedrnim programovani se tytéz objekty vraceji, jen se na né ptame
trochu ostfeji: nehleddme libovolné feseni, ale feSeni nejlepsi. Ctyii paralely stoji za to
drzet v paméti.

Ustredni tiloha. Linearni algebra popisuje vSechna feseni Ax = b, tedy zpravidla afinni
podprostor. Linedrni programovani piid4 nerovnosti a tcelovou funkci ¢'x. Pii-
pustna oblast je mnohostén a nas zajimé jeho nejlepsi bod.

Algoritmicky “délnik”. V algebfe dominuje Gaussova eliminace. V LP se stejné rad-
kové tupravy skryvaji uvnitt simplexové metody, ktera prechazi od jednoho vrcholu
k druhému. Pozdéji zminime i metody vnitiniho bodu, které naopak postupuji vniti-
kem mnohosténu.

Certifikat neresitelnosti. Neresitelnost rovnic odhali hodnostni kritérium. Pro sou-
stavy nerovnic bude obdobnou roli hrat Farkasovo lemma.

Geometrie. Afinni podprostor je “plochy” a nema vysadni body. V pripustném mno-
hosténu naseho rovnicového tvaru budou naopak vysadnimi body vrcholy. Ukazeme,
ze je-li tento mnohostén neprazdny a ma-li iloha kone¢nou optimélni hodnotu, ale-
spon jednoho optima lze dosahnout v nékterém z nich.

Linearni algebra tedy neni jen formalnim predpokladem kurzu. Je to jazyk, v némz
budeme geometrii i algoritmy linedrniho programovani skute¢né pocitat.

5 Jak vznikalo linearni programovani

Linearni programovani nevzniklo jedinym objevem v jediném okamziku. Jeho matematické
soucasti se objevovaly oddélené: teorie linearnich nerovnic vedla k Farkasovu lemmatu,
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von Neumannova minimaxova véta spojila optimalizaci s maticovymi hrami a Hitchcock
formuloval dopravni tlohu jesté pred vznikem obecného algoritmu (Farkas, 1902, von
Neumann, 1928, Hitchcock, 1941). Moderni obor se z téchto proudi ustavil teprve tehdy,
kdyz se matematika setkala s naléhavymi otazkami vyroby, hospodatstvi a valecného
planovani. Ani oznaceni jednoho c¢lovéka za jediného ,vyndlezce“ proto nevystihuje cely
ptibéh (Cottle et al., 2007).

5.1 Leningrad, dnesni Petrohrad: od preklizky k obecné metodé

Roku 1938 oslovili v Leningradé mladého profesora Leonida V. Kantorovice inzenyti z
laboratore preklizkarského trustu. Hledali rozvrh prace osmi loupacich stroji s rtiznou
produktivitou pro pét druhti dieva. Podnik musel dodrzet predepsany sortiment a co
nejlépe vyuzit strojni ¢as. Kantorovi¢ v tuloze rozpoznal obecny problém optimélniho
rozdéleni omezenych zdroji (Kantorovich, 1960, Boldyrev and Diippe, 2020).

Zapsal celou tridu tuloh pomoci linedrnich omezeni a optimaliza¢niho kritéria. Jeho
multiplikatory omezeni predznamenaly dualni proménné a stinové ceny. Ty za vhodnych
podminek popisuji mezni zménu optiméalni hodnoty pii malé zméné dostupného mnozstvi
zdroje. Presné podminky vylozime v kapitolach o dualité (Kantorovich, 1960, Boldyrev
and Diippe, 2020).

Brozura Matematické metody organizace a planovdini vyroby vysla v Leningradé roku
1939 v tisici vytiscich. Anglicky preklad nasledoval az roku 1960. Prace tak dlouho zustala
mimo bézny mezinarodni obéh a bezprostredné neovlivnila americky vyvoj (Kantorovich,
1960, Boldyrev and Dippe, 2020).

Za obléhani Leningradu dostala Kantorovicova prace jinou naléhavost. Zasoby privazela
nakladni auta po zamrzlém Ladozském jezete. Bezpecny prujezd po této ,,Cesté zivota“
zavisel na unosnosti ledu. Kantorovi¢ pattil k tymu, ktery ji pocital s ohledem na vlast-
nosti ledu, pocasi a zatizeni. Matematicky vypocet zde pomahal rozhodovat o bezpeéném
zasobovani mésta (Nazarov and Sinkevich, 2019, s. 58).

Poznamka 1.11: Dva neobycejné domaci tkoly

V roce 1939 nastoupil George B. Dantzig k doktorskému studiu u statistika Jer-
zyho Neymana v Berkeley. Podle své pozdéjsi vzpominky priSel jednou pozdé na
prednasku, opsal si z tabule dvé tlohy a povazoval je za domaci praci. Po nékolika
dnech odevzdal feseni. Teprve potom se dozvédél, ze slo o dva dosud nevyresené
problémy matematické statistiky. Vysledky se staly zakladem jeho disertace (Al-
bers and Reid, 1986). Historka byvéa prevypravéna jako legenda o tloze vyfeSené
pres noc. Dantzigovo vlastni podani je strizlivéjsi: pracoval nékolik dnti a netusil, ze
feseni méa byt obtizné. Ulohy sice nebyly formulovény jako bé&Zné koneéné linearni
programy, Dantzig vsak pozdéji pripominal, ze geometricka préace se sloupci v diser-
taci mu pomohla pri vzniku simplexové metody (Albers and Reid, 1986, Dantzig,
2002). Pribéh tak dobfe predstavuje ¢lovéka, ktery nevahal hledat obecnou metodu
tam, kde ostatni vidéli jen priliS mnoho moznosti.
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5.2 Washington: kdyz program znamenal plan

Druh4 svétova valka Dantzigovo doktorské studium prerusila. Od roku 1941 pracoval jako
civilni statistik pro americké armadni letectvo a vedl oddéleni, které vyhodnocovalo bojové
operace. Po dokonceni doktoratu v roce 1946 se vratil do Pentagonu jako matematicky
poradce. Jeho kolegové mu polozili otazku, ktera znéla spise organizac¢né nez matematicky:
Ize zrychlit planovani nasazeni, vycviku a zasobovani letectva v case? Tehdejsi ,,vypocetni
technikou“ byly predevsim dérné stitky, ucetni stroje a lidé se stolnimi kalkulackami
(Albers and Reid, 1986, Cottle et al., 2007).

Slovo program zde oznacovalo plan ¢innosti. Vyzkumna skupina, ktera pozdéji dostala
nazev Project SCOOP (Scientific Computation of Optimum Programs), tedy nevznikla
kvili psani pocitacového kédu. Méla porovnavat mozné plany, které musely respektovat
dostupna letadla, materidl, personal i ¢asovou navaznost ¢innosti. Dantzig vysel z Le-
ontiefovych meziodvétvovych modell, pripustil vice alternativnich ¢innosti a postupné
nahradil mnozstvi dil¢ich planovacich pravidel soustavou linedrnich omezeni. Zasadnim
krokem bylo pridani jediné tcelové funkce: cilem uz nebylo najit plan, ktery pouze splni
pravidla, ale nejlepsi ze vSech pripustnych plana (Dantzig, 2002, Gass, 2002).

V 1été 1947 Dantzig hledal algoritmus pro takto vzniklou obecnou tlohu. Prvni napad
byl geometricky prirozeny: prechazet po hrandch mnohosténu od jednoho vrcholu k sou-
sednimu a pokazdé zlepsit tcelovou funkci. Napad nejprve zavrhl, protoze se obaval, ze
v mnoha rozmérech bude cesta beznadéjné dlouha. Kdyz vsak tlohu zacal chapat pro-
stfednictvim sloupcti matice a bazi, stejny postup vypadal mnohem slibnéji. Tak vznikla
simplexova metoda. Dantzig pozdéji oteviené pripoustél, ze jeho geometricka intuice pro
vysoké dimenze byla zpocatku prili§ pesimisticka (Albers and Reid, 1986, Dantzig, 2002).

5.3 Setkani s von Neumannem: dualita vstupuje do amerického
pribéhu

Dne 3. Tijna 1947 navstivil Dantzig Johna von Neumanna v Institutu pro pokro¢ild studia
(Institute for Advanced Study) v Princetonu. Simplexovd metoda jiz existovala. Dantzig
chtél znat jiné mozné zpusoby Teseni, s nimiz by ji mohl porovnat. Podle jeho vzpominky
von Neumann dlouhy tvod rychle prerusil a pozddal o samotnou matematickou formulaci.
Jakmile Dantzig napsal geometrickou a algebraickou podobu tlohy na tabuli, nasledoval
ptiblizné devadesatiminutovy vyklad o Farkasové lemmatu a dualité (Albers and Reid,
1986, Cottle et al., 2007).

Von Neumann v Dantzigové modelu rozpoznal obdobu teorie her dvou hrac¢t s nulo-
vym souctem, na niz pracoval jiz drive. Dantzig nésledné sepsal diikaz duality do interni
zpravy z ledna 1948. Vefejnou podobu teorie déle rozvijeli Albert Tucker, Harold Kuhn
a David Gale (Albers and Reid, 1986, Cottle et al., 2007). Setkani tedy nebylo poc¢atkem
simplexové metody. Vysvétluje vsak, proc¢ se dualita, Farkasovo lemma a maticové hry
staly neoddélitelnou soucasti linearniho programovani. Ke vsem tfem tématim se v této
knize pozdéji vratime.

5.4 Prvni vypocty: 120 clovékodnii na jednu tlohu

Jednim z prvnich velkych testi nové metody byla Stiglerova dietni tloha: z cenové do-
stupnych potravin sestavit vyzivu, kterd splni stanovené minimalni pozadavky na ziviny

svv s

viny a devét vyzivovych omezeni. Na podzim 1947 jej tym vedeny Jackem Ladermanem
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v americkém Narodnim tfadu pro standardy (National Bureau of Standards) pocital na
rucnich stolnich kalkulackach. Vypocet spotfeboval priblizné 120 ¢lovékodnu (Dantzig,
1963, Gass, 2002).

Vysledek byl poucny i z jiného divodu. Stigler predtim sestavil promysleny odhad s
rocni cenou 39,93 USD v cenédch roku 1939. Prokazané optimum ve stejné cenové irovni
¢inilo 39,69 USD. Rozdil pouhych 24 cent ukazal, Ze Stiglerova intuice byla vyborna.
Simplexova metoda k ni vSak pridala néco nového: zaruku, ze zadna levnéjsi pripustna
kombinace neexistuje (Dantzig, 1990).

Poznamka 1.12: Optimalizator nema zdravy rozum

Po ptechodu do spole¢nosti RAND roku 1952 (Cottle et al., 2007) se Dantzig pokusil
vyuzit pocitac¢ IBM 701 také pro vlastni redukéni dietu. Model vérné optimalizoval
zadana cisla, ale nerozumél tomu, co je prijatelné jidlo: prvni feseni pozadovalo
500 galonti octa a po jeho vytazeni dalsi doporucilo 200 bujonovych kostek denné.
Dantzig s manzelkou postupné dopliovali horni meze a nevhodné potraviny vytazo-
vali, az Anne Dantzigova experiment ukoncéila a jidelnicek stanovila sama (Dantzig,
1990). Anekdota vystihuje zdkladni pouceni modelovani: algoritmus optimalizuje
presné to, co jsme zapsali, nikoli to, co jsme méli na mysli.

5.5 Od praktického drice k teorii slozitosti

Na konferenci usporadané Koopmansem v Chicagu roku 1949, pozdéji nazyvané ,nulté
sympozium* matematického programovani, se setkali matematici, ekonomové a statistici,
ktefi do té doby pracovali ¢asto nezavisle. Dantzig pti vzniku simplexové metody Kan-
torovicovu préaci neznal. Teprve postupné se ukazalo, ze vyrobni planovani v Leningradé,
americka vojenskd logistika, teorie her a dopravni modely mluvi riznymi dialekty téhoz
matematického jazyka (Dantzig, 2002, Cottle et al., 2007).

Simplexova metoda se stala mimoradné tspésnym praktickym nastrojem. Roku 1972
vsak Klee a Minty sestrojili rodinu tloh, na niz simplexova metoda s Dantzigovym pra-
vidlem volby dalitho kroku, zahdjend v poc¢atku soufadnic, navstivi viech 2¢ vrcholt
d-rozmérného mnohosténu (Klee and Minty, 1972). Neznamena to, ze kazdy simplexovy
vypocet nebo kazdé pravidlo volby kroku je pomalé. Ukazuje to, ze vyborné praktické
chovani samo o sobé neni ditkazem dobré slozitosti v nejhorsim pripadé.

Roku 1975 obdrzel Kantorovi¢ spoleéné s Tjallingem Koopmansem Cenu Svédské né-
rodni banky za rozvoj ekonomické védy na pamatku Alfreda Nobela za prinos k teorii
optimalni alokace zdroji (Royal Swedish Academy of Sciences, 1975).

Prvni algoritmus, ktery fesi LP v Case polynomialnim v délce bindrniho zapisu racio-
nélnich vstupnich dat, publikoval Leonid Chacijan (Khachiyan, 1979). Pouzil elipsoidni
metodu. Novy prakticky smér metod vnitintho bodu oteviel Karmarkar (1984). Simplex
tim nezmizel. Historie se spiSe uzaviela dalsim kontrastem: jeden algoritmus dlouho vitézil
v praxi bez polynomialni zaruky, jiny nejprve zménil teorii a dalsi postupy pak zménily i
vypocetni praxi.
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6 Co vsechno lze modelovat linearnim programem

Zakladni pojmy jiz mame. Zkusme nyni v nékolika zdanlivé nesouvisejicich situacich roz-

poznat tentyz matematicky jazyk. Nasledujicich sest tiloh je inspirovano kapitolou 2 textu
Matousek (2006).

6.1 Nejlevnéjsi smés s predepsanym slozenim

Vyrobce pripravuje jeden kilogram smeési ze tii sypkych surovin. Smés ma obsahovat ale-
sponn 120 grami slozky P a alespon 100 grami slozky Q. Suroviny lze libovolné délit a
michat, jejich obsahy se sc¢itaji a pti zpracovani nevznikaji ztraty. Jaka je nejnizsi cena
smési? Jde o stejny typ modelu jako dietni tiloha, v niz za co nejnizsi cenu plnime poza-
davky na jednotlivé Ziviny (Matousek, 2006, oddil 2.1).

Udaj na 1 kg suroviny A B C

Obsah slozky P [g] 200 100 0
Obsah slozky Q [g] 0 100 300
Cena [K¢] 8 6 5

Tabulka 1.1: Ilustracni iidaje pro pripravu jednokilogramové smési.

Oznacime-li mnozstvi surovin v kilogramech jako x4, g, z¢, dostaneme

min 8z + 6xp + dxc,

pii xa+axp+ 20 =1,
200x 4 4+ 100xp > 120,
100z + 300x¢ > 100,

T4, 2,2 = 0.

Prvni rovnice hlidda hmotnost, dalsi dvé podminky pozadované slozeni. VSimnéme si jed-
notek: soucin obsahu v gramech na kilogram a mnozstvi v kilogramech dava gramy slozky
ve vysledné smési.

Smeés s mnozstvimi x4 = 0,4, zg = 0,4 a ¢ = 0,2 spliuje obé pozadovand minima
presné a stoji 6,60 K¢. Zadna levnéjsi pripustnd smés neexistuje, protoze jeji cena splnuje

8ra+ 6xp + bre =2(xa + x5 + 2¢)
+0,03(2002 4 + 100z ) + 0,01(100z 5 + 300z¢)
>2+0,03-120+ 0,01 - 100 = 6,6.

Slozeni tohoto optimalniho TeSeni znézornuje obrazek 1.1.
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SloZeni jednoho kilogramu

A B C Celkem 1 kg
Cena 6,60 K¢
0,4 kg 0,4 kg 0,2 kg
) 80 40 =120g pozadovano 120 g
Q 40 60 =100g pozadovano 100 g

Obrazek 1.1: Optimalni smés a prispévky jednotlivych surovin k obsahu slozek P a Q.
Délky dilii horniho pruhu odpovidaji hmotnostem surovin, ve spodnich pruzich mnozstvim
slozek v gramech.

Takovy jednoduchy dolni odhad je predzvésti duality. Pro prvni prednasku je vSak
hlavni jind myslenka: model najde nejlevnéjsi smés splnujici zapsané pozadavky. Pokud mé
mit také uréitou chut, barvu ¢i maximalni podil suroviny C, musime ptislusné podminky
teprve doplnit.

6.2 Kolik dat projde siti?

Data putuji ze zdroje s pres dva mezilehlé uzly a, b do cile ¢t. Pét jednosmérnych spoji mé
kapacity uvedené na obrazku 1.2 vlevo v MB/s. V mezilehlych uzlech se data neztréceji
ani nehromadi. Hleddme nejveétsi ustalenou prenosovou rychlost. Jde o variantu tlohy o
toku v siti (Matousek, 2006, oddil 2.2).

Kapacity spojti Optimalni tok

[}

}

|

|

[}
kapacity v MB/s tok / kapacita v MB/s

Obrazek 1.2: Vlevo kapacity jednosmérnych spoji, vpravo optimalni tok o hodnoté 5

MB/s. Zapis 3/4 znamena tok 3 MB/s pfi kapacité 4 MB/s. Cérkovana ¢ara oddéluje uzly
s,a od uzla b, t.
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Proménna x,, oznacuje rychlost prenosu ze v do v. Model je

max g, + Tep,
Pl Tg = Tap + Tat,
Tsh + Tab = Lot
0<mz4 <4, 0<243<2, 024 <1,
0<zu <2, 0<uap <4

Rovnosti vyjadiuji bilanci v uzlech a a b. Jejich sectenim dostaneme x,, + T = Tor + Tt
takze odesland a prijata rychlost souhlasi.
Volba
(xsaa Tsby Laby Lat, xbt) = (37 27 17 27 3)

prenasi 5 MB/s. Vice nelze, nebot pro kazdy pripustny tok plati
Toa + Tsp = Tap + Tt + Tsp < 14+2+2=5.

Samotny soucet kapacit spoju vychézejicich ze zdroje, tedy 6 MB/s, by byl prili§ opti-
misticky. Omezeni lezi i uvnitt sité. Bilance pritom nejsou zvlastnosti datovych prenost,
stejnym zptusobem lze popisovat prepravu délitelného materialu.

6.3 Vyrabét podle poptavky, nebo do zasoby?

Podnik planuje vyrobu délitelného vyrobku na 7" > 1 mésict. Poptavka d; > 0 v mésici i je
predem dand a musi byt véas uspokojena. Vyroba miize kolisat, jeji zmény vsak néco stoji.
Také skladovani je placené. Chceme najit nejlevnéjsi kompromis mezi plynulou vyrobou a
malymi zasobami, podobné jako ve zmrzlinarském prikladu (Matousek, 2006, oddil 2.3).

Necht x; je vyroba v meésici ¢ a s; zasoba na jeho konci, oboji v tunach. Predchozi
vyroba xp > 0 je zndma. Zac¢iname i konc¢ime bez zasob, tedy sy = sy = 0. Pti skladovani
nejsou ztraty. Za jednu tunu ponechanou do dalsiho mésice zaplatime A > 0 a za zménu
meésicniho objemu vyroby o jednu tunu zaplatime &£ > 0, at jde o zvyseni, nebo sniZeni.
Samotna jednotkova vyrobni cena je ve vSech mésicich stejna. Protoze celkova vyroba
musi byt > . d;, jeji ndklady vybér planu neovlivni a v icelové funkci je vynechame.

S pomocnymi proménnymi u; pro velikost zmény vyroby sestavime LP

T-1 T
min hg Si+k§ U,
i=1 i=1

pf'l Si—1+xi_si:di (221,,T),
—w <zi—xi<u (i=1,...,7),
xi,si,uiZO (221,,T),

S():STZO.

Nezapornost s; brani odkladani dodavek do budoucna. Pti kladném & musi v optimu platit
u; = |r; — x;_1], jinak bychom mohli samotné u; zmensit a zlevnit plan. V libovolném
pripustném fteSeni je w; zatim jen horni mezi této absolutni hodnoty. Kapacitu vyroby
nebo skladu lze pridat jako dalsi horni meze.

Pro malou ukédzku vezméme T = 2, (dy,dy) = (2,6), 2o = 2, h = 1 a k = 2. Ciselné
néklady méfme v tisicich K¢. Vyroba pfesné podle poptavky, (z1,z5) = (2,6), stoji na
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zménach 8. Rovnomérny plan (4,4) ma zasobu s; = 2, zmény (ug,uz) = (2,0) a cenu
2+ 2-2=06. Jeioptimalni. Polozime-li = z1, bilance davaji s; = —2, 29 =8 —z a

svvs

10—z, 2<z<4,

—2)+2(|lx — 2|+ |8 —2z|) =
(z ) (|x [+ x|) {75E—22, 4 <z <8.

Obé vétve maji spole¢né minimum 6 pri x = 4. Absolutni hodnota tedy nemusi znamenat
konec linearniho programovani. Oba vyrobni plany porovnava obrazek 1.3.

Vyroba podle poptavky Vyroba do zasoby
t [] poptavka t B vyroba
6 6
4 4
2 2
il | 0
1 2 meésic 1 2 meésic
Z4asoby na konci mésici: 0t,0t Zasoby na konci mésicii: 2,0t
Néklady: 8 tis. K¢ Naklady: 6 tis. K¢

Obrazek 1.3: Poptéavka a vyroba ve dvou mésicich pfi predchozi vyrobé zo = 2 t. Siroké
svetlé sloupce ukazuji poptavku, izké tmavé vyrobu. Rovnomérny plan prevadi dvé tuny
z prvniho mésice do druhého.

6.4 Lze dvé skupiny bodu oddélit primkou?

Mame dva neprazdné konecéné soubory méteni v roviné. Body py, ..., pmn predstavuji vy-
robky jedné ttidy a body qi,...,q, vyrobky druhé tiidy. Souradnice mohou naptiklad
zachycovat dvé nameérené vlastnosti. Existuje primka, ktera vsechny body prvni tiidy
necha na jedné strané a vsechny body druhé tiidy na druhé, aniz by nékterym z nich pro-
chézela? Tato tloha ukazuje souvislost LP s klasifikaci dat (Matousek, 2006, oddil 2.4).

Pifmku zapiSeme jako w'z + b = 0, kde hleddme vektor w = (w;, w,)" a &islo b. Misto
ostrych nerovnosti budeme pozadovat rezervu alespon jedna:

min 0,

pii wpi+b>1 (i=1,...,m),
wiqi+b< -1 (j=1,...,n),
weR? beR.

Utelova funkee je konstantni, protoze nds zajiméa pouze p¥ipustnost. Soufadnice méfeni
jsou data, takze vSechny podminky jsou linearni v neznamych wq, ws, b. Zapis zahrnuje i
svislé primky.

Pro¢ pevna rezerva neztrati zadné prisné oddéleni? Pokud néjaké (w, b) vSechny body
piisné oddéluje, minimum z kone¢né mnoha kladnych ¢isel w'p; +ba —(w'q; +b) je ¢islo
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0 > 0. Vydélenim vsSech koeficientii ¢islem ¢ dostaneme uvedené podminky. Obracena
implikace je bezprostiedni. Neprazdnost obou tiid navic vylu¢uje w = 0. Jednicka zde
vyjadruje rezervu v hodnoté linearniho vyrazu, nikoli pevnou geometrickou vzdalenost od
primky.

Napiiklad body (2,0) a (0,2) oddélime od bodu (0,0) a (1,0) volbou w = (2,2)7,
b = —3. Délici pfimka ma rovnici z; + 2o = 3/2. Naopak dvé tfidy, z nichZ jedna obsahuje
(0,0),(1,1) a druhd (1,0), (0, 1), takto oddeélit nelze. Soucet prvnich dvou nerovnosti by
vyzadoval wy 4+ wy 4+ 2b > 2, soucet druhych dvou w; 4+ wy + 2b < —2. Nepripustnost LP
zde ma jasny vyznam: zvoleny typ déliciho pravidla pro tato méfeni nestaci. Obé situace
ukazuje obrazek 1.4.

Oddéleni existuje Oddéleni neexistuje

Z1+2,=3/2 Prisecik usecek (1/2, 1/2)
O tfidap ® tiidaq
Obrazek 1.4: Vlevo lze t¥idy piisné oddélit. Carkované piimky z; 4+ 20 = 1 a 2z 4+ 20 = 2

vymezuji rezervu v hodnoté vyrazu 2z; 4+ 225 — 3. Vpravo se tsecky spojujici body téze
tridy protinaji a prisné oddéleni neni mozné.

6.5 Primka, ktera co nejlépe vystihuje méreni

Pro dané body (t;,y:), ¢ = 1,..., N, hleddme primku y = at + b. Co znamend co nejlépe?
Pokud minimalizujeme soucet ¢tvercu odchylek, dostaneme kvadratickou tcelovou funkei.
Soucet absolutnich odchylek se vSak da vyjadrit pomoci LP (Matousek, 2006, oddil 2.5):

N
min E €;,
i=1

pii —e <ati+b—y; <e; (i=1,...,N),
e; >0 (1=1,...,N),
a,beR.
Hodnoty ¢; jsou znamé koeficienty, nikoli proménné. V optimu je e; = |at; + b — y;|. Jde o
odchylky ve sméru osy y, nikoli o kolmé vzdélenosti bodi od primky.
Jestlize ma byt co nejmensi nejhorsi odchylka, pouzijeme jedinou pomocnou promén-
nou e a jiny LP:

min e pii —e<at;+b—y;<e (i=1,...,N), a,beR, e>0.

Rozdil mezi obéma cili ukdzou jiz tfi méfeni (0,0), (1,1),(2,0). Pro soucet absolutnich
odchylek je optimalni pfimka y = 0 s hodnotou 1. Pro nejhorsi odchylku je optimalni
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pfimka y = 1/2 s hodnotou 1/2. Spravnost lze ovérit bez algoritmu. Pro podepsané
odchylky
ry = b, ro=a+b—1, r3s=2a+0b

plati r; — 2ry +r3 = 2, a tedy

3
< < ; < il
2 < |ry| + 2|re| + |13 _22:|7",|7 2_4'ma2>:;3|r,|

i=1,
=1

Uvedené primky dosahuji prislusnych dolnich mezi. Stejnd méreni tedy vedou k rtznym
odpovédim podle toho, jakou chybu jsme se rozhodli mérit (obrézek 1.5).

Soucet absolutnich odchylek Nejvétsi absolutni odchylka
y y
A A
1 ) 1 [ )
] ]
| | 1/2
: :
1
| |
| 1/2 D172
! |
e - o—> ! - @ o> !
0 1 2 0 1 2
y=0 y=1/2
Soucet odchylek = 1 Nejvétsi odchylka = 1/2

Obrazek 1.5: Dvé optimalni primky pro stejna t¥i méfeni. Carkované svislé tsecky zné-
zornuji nenulové absolutni odchylky. Vlevo minimalizujeme jejich soucet, vpravo nejvétsi
z nich.

6.6 Nejvétsi kruh uvnitt mnohoihelniku

Do konvexniho mnohothelniku chceme umistit co nejvétsi kruh, napriklad kruhovou plo-
chu na pozemku s pfimymi hranicemi. Kruh neni mnohothelnik a v jeho rovnici jsou
druhé mocniny. Presto lze hledani jeho stfedu a poloméru vyftesit linearnim programem
(Matousek, 2006, oddil 2.6).

Predpokladejme, ze pozemek je neprazdny omezeny mnohotihelnik s vnitinimi body
zadany jako prinik polorovin

P={zecR*:alz<b;, i=1,...,m}, a; # 0.

Hled4dme stied s € R? a polomér r > 0. Kruh leZ{ cely v i-té poloroviné pravé tehdy, kdyz

a s+ rllaills < b, 2|2 = y/af + aZ,.

Skutecné, maximum vyrazu a; z na kruhu se stiedem s a polomérem r se nabyva ve sméru

a; a je rovno levé strané této nerovnosti. Pro r = 0 se tvrzeni redukuje na podminku pro
samotny stied. Staci tedy Tesit

max r pii a;s+rfal <b (i=1,...,m), seR? r>0.
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Odmocniny se pocitaji ze zadanych ¢isel. Viici ttem rozhodovacim proménnym s, s9, 7 je
model linearni.
V pravothlém trojuhelniku z; > 0, 20 > 0, 321 + 420 < 12 ma LP zvlast jednoduchy
tvar
max r pii sy >7r, Sp>r, 3s1+4se+5r <12, r>0.

Prvni dvé podminky spolu s tfeti davaji 12r < 12. Stfed s = (1,1)" a polomér r = 1 jsou
pripustné, takze jsme nalezli nejvétsi kruh (obrazek 1.6). Priklad ukazuje, ze rozhodujici
neni tvar geometrického objektu, ale zavislost omezeni na tom, co skutecné volime.

Nejvétsi kruh v trojuhelniku Podminka pro jednu polorovinu
aiTZ = bi
a;
______ S
>
d;
s=(1,1", r=1 di>r

Obrazek 1.6: Vlevo nejvétsi kruh v zadaném trojuhelniku. Vpravo podminka pro jednu
polorovinu: kolmy odstup d; = (b; — as)/||a;||» musi byt alesponi r. Normala a; sméfuje
ven z poloroviny.
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Geometrie LP: konvexita a bazicka reseni

1 Uvod do konvexity

Konvexita je jednim ze zédkladnich kamenti geometrie linearnitho programovani. Pripome-
neme nékolik nejdilezitéjsich pojmu a vysledki, diky nimz si pozdéji budeme umét reseni
LP nejen spocitat, ale také predstavit.

1.1 Konvexni kombinace, konvexni a afinni obal

Zacnéme dvéma body. Jestlize spolu s nimi mnozina obsahuje také celou tsecku, ktera je
spojuje, chova se “bez prohlubni”. Presné tuto vlastnost zachyti nésledujici definice.

Definice 2.1: Konvexni kombinace a konvexni mnozina

Necht S C R™. Bod

k k
x=>» Ax® N >0, Y n=1,
i=1 =1
je konvezni kombinaci boda xV, ... x*) € §. Mnozina C C R" je konvezni, jestlize

pro kazdé x,y € C' a 0 € [0,1] plati x+ (1 — O)y € C.

Konvexni kombinace dvou bodu tedy probihé po tsecce mezi nimi. U vice bodu vyja-
diuji nezaporné koeficienty jejich “vahy” a podminka, Ze se se¢tou na jednu, brani tomu,
abychom z jejich spole¢ného obalu utekli.

(a) Nekonvexni mnozina. (b) Konvexni mnozina.

Obrazek 2.1: Usecka mezi dvéma body zlistava v konvexni mnoziné.

Definice 2.2: Afinni kombinace, afinni a konvexni obal

Afinni kombinace bodit xV, ... x® m4 tvar Y, a;x? s 3. a; = 1. Koeficienty
nemusi byt nezdporné. Afinni obal aff(S) je mnozina vSech konecnych afinnich kom-
binaci bodi z S.

Konvexni obal conv(S) je prunik vsech konvexnich mnozin, které obsahuji S. Je to
tedy nejmensi konvexni mnozina obsahujici S.

Slovo obal zde znamena nejmensi objekt daného typu, ktery ptivodni mnozinu obsa-
huje. Konvexni obal mezi body doplnuje vSechny potrebné tsecky. Afinni obal je naopak
protahuje do celych primek, rovin a jejich vicerozmérnych obdob.
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Priklad 2.3: Konvexni obal t¥i bodua

Jsou-li t¥i body a, b, ¢ € R? afinné nezdvislé, je jejich konvexnim obalem vyplnény
trojihelnik s témito vrcholy. Jejich afinnim obalem je celd rovina R2.

Trojuhelnik je nazorny, definice vsak plati pro libovolnou mnozinu a v libovolné dimenzi.
Nésledujici lemma tika, ze k vytvoreni konvexniho obalu stac¢i vSechny konecné konvexni
kombinace.

Lemma 2.4: Charakterizace konvexniho obalu

Pro kazdou mnozinu X C R” plati

k
conv(X) = {Z Aix®
i=1

k
E>1, xPeX, )\ >0, ZAi_l}.
=1

Dikaz lemmatu.
Oznaéme mnozinu na pravé strané D. Kazda konvexni mnozina obsahujici X obsahuje

i kazdou konec¢nou konvexni kombinaci bodi z X. Ukazme to indukci podle poctu
bodi. Pro jeden bod je tvrzeni ziejmé a pro dva je primo definici konvexity. Je-li
X = Zle Ax® a )\, < 1, polozime

y:% A x,
— 1= A

Koeficienty v y jsou opét nezaporné a jejich soucet je jedna, takze podle indukéniho
piedpokladu y v dané konvexni mnoziné lezi. Potom x = (1 — A\, )y + \x® lezi v téze
mnoziné. Pripad A\, = 1 je okamzity. Proto D C conv(X).

Zhyva ovéfit, ze D je konvexni. Necht x = 3% Ax® ay = Z§:1 ;yY) patii do D.
Pro 0 € [0,1] je

k L

Ox+ (1= 0)y =Y (0A)xP + > (1= 0)p)y?.

i=1 j=1

VsSechny nové koeficienty jsou nezdporné a jejich soucet je jedna, takze tento bod patii
do D. Mnozina D je konvexni a obsahuje X. Z minimality konvexniho obalu plyne
conv(X) C D. [

X o°
Obrazek 2.2: Konvexni obal kone¢né mnoziny bodi v R2.

1.2 Nadroviny, poloprostory a mnohostény

Rovinné objekty ve vyssich dimenzich jsou zdkladnim stavebnim materidlem LP. Jedna
linedrni nerovnost vymezi poloprostor. Vsechny podminky dohromady pak vytiznou pri-
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pustnou oblast.

Definice 2.5: Nadrovina a poloprostor
Necht a € R™\ {0} a # € R. Mnozina
H(a,f) = {x € R" |a'x = 3}
je nadrovina. Urcuje dva uzaviené poloprostory, naptiklad
H (a,8) = {xeR" |a'x < B}.

Pozadavek a # 0 vylucuje prazdnou mnozinu a cely prostor, které nadrovinami
nejsou.

Kazda nadrovina tedy rozdéluje prostor na dvé strany a je spolecnou hranici obou odpo-
vidajicich uzavienych poloprostori. Pravé tak budeme ¢ist jednotliva omezeni linearniho
programu.

Definice 2.6: Afinni mnoZina

Neprazdnad mnozina M C R"” je afinni, jestlize je uzaviena na vsechny afinni kom-
binace. Ekvivalentné ma tvar M = xq + L, kde L je linedrni podprostor.

Konvexni kombinace a priniky spolu dobre funguji. Nasledujici jednoduché tvrzeni
budeme v dalsich kapitolach pouzivat opakované.

Véta 2.7: Prunik konvexnich mnozZin je konvexni

Prtnik libovolné rodiny konvexnich mnozin v R™ je konvexni.

Dikaz véty.
Oznac¢me primik C' = (,.; C; a vezméme x,y € C' a 0 € [0,1]. Pro kazdy index i € [
plati x,y € C;. Z konvexity C; tedy plyne 0x+ (1 —6)y € C;. Bod lezi v kazdé mnoziné
rodiny, a proto i v jejich priniku C'. |

Tento jednoduchy fakt mé dalekosahly dusledek: prinik konecné mnoha poloprostoru
je vzdy konvexni. Dostavame tak geometricky objekt, s nimz se v linedrnim programovani
budeme setkavat neustéle.

Definice 2.8: Konvexni mnohostén (polyedr)

Konvexni mnohostén neboli polyedr je mnozina feseni kone¢ného systému linearnich
nerovnic,

P ={xcR"| Ax < b}.

Miuze byt prazdny, omezeny i neomezeny. Omezeny mnohostén nazyvame polytop.

Rovnost 1ze zapsat jako dvé opacné nerovnosti, takze definice zahrnuje i mnoziny po-
psané rovnicemi a nerovnicemi soucasné. Kazdy mnohostén je uzavieny a konvexni. Cesky
termin mnohostén zde tedy neznac¢i pouze omezené téleso. Stejnou konvenci pouziva také
Matousek (2006).



Geometrie LP: konvexita a bazickd reseni 23

Vsimnéme si zejména, ze mnohosténem je i jediny poloprostor. Mnohostén tedy nemusi
pripominat uzavienou krabici a mize se tdhnout do nekonecna. Je-li naopak omezeny,
pouzivame pro néj nazev polytop.

Definice 2.9: Dimenze mnohosténu

Pro neprazdny mnohostén P definujeme
dim P := dim aff(P).

Ekvivalentné je dim P nejvétsi d, pro které P obsahuje d 4+ 1 afinné nezavislych
bodi. Dimenze se vztahuje k afinnimu obalu, nikoli nutné k okolnimu prostoru R"™.

Nésledujici znama télesa ukazuji, Ze jednou definici zachytime velmi rizné tvary. Zaro-
ven pripominaji, jak 1ze geometricky objekt prelozit do konecéné soustavy linearnich rovnic
a nerovnic.

Priklad 2.10: Priklady konvexnich mnohosténi

o Krychle [—1,1]" je popsana 2n nerovnostmi —1 < z; < 1.

 Kiizovy mnohostén {x | > ", |z;| < 1} je skutecné polyedr, nebof jej lze
ekvivalentné popsat konecnou soustavou

o'x<1 pro vsechna o € {—1,1}".

Pro n = 3 jde o pravidelny osmistén.

a4

o Pravdépodobnostni simplex

A, = {x e R

n+1

i=1
mé dimenzi n a vrcholy tvori kanonické vektory ey, ..., e,11. VSimnéme si,
ze jde primo o pripustnou mnozinu linearniho programu s jedinou rovnosti a
podminkami nezapornosti.
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Vrcholy maji mezi body mnohosténu vysadni postaveni: jsou to jeho “rohy” ¢i “Spicky”.
Nechceme vsak spoléhat jen na obrazek, protoze ve vyssi dimenzi uz jej nakreslit nedoka-
zeme. Potfebujeme definici, kterd pozna vrchol cisté z vlastnosti bodi mnoziny.

Definice 2.11: Vrchol konvexniho mnohosténu

Bod v € P je wrcholem (neboli extrémnim bodem) konvexniho mnohosténu P,
jestlize z rovnosti

v=~0x+(1-10)y, x,ye P, 0<0<l1,
vzdy plyne x =y = v.

Vrchol tedy nelezi uvnitt zadné netrividlni asecky obsazené v P. Pro mnohostény plati
také ekvivalentni charakterizace: v je jedinym maximalizatorem néjaké linearni funkce na
P. Tato ekvivalence je specifickou vlastnosti polyedrickych mnozin. Pro obecnou uzavte-
nou konvexni mnozinu nemusi byt kazdy extrémni bod takto exponovany (Ziegler, 1995,
Schrijver, 1986, Bertsimas and Tsitsiklis, 1997, Rockafellar, 1970).

Geometricky si druhou charakterizaci mtizeme predstavit tak, ze mnohosténem posou-
vame podptrnou nadrovinu kolmo ke zvolenému vektoru. Je-li jejim poslednim dotykem
jediny bod, exponovala pravé vrchol. Tento obraz se v nésledujici kapitole proméni v
grafickou metodu teseni LP.

cC X=cCYV

Obrazek 2.3: Podptrna nadrovina exponujici vrchol mnohosténu.

2 Bazicka pripustna reseni

Od této chvile pracujeme s rovnicovym tvarem. Z linearni algebry vime, ze je-li soustava
Ax = b konzistentni, tvoii jeji feSeni afinni mnozinu. Podminka x > 0 ji ofizne nezapor-
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nym ortantem!. Jejich priinikem je mnoZina
P={xeR"|Ax=b, x>0},

kde A € R™" m <n, a
rank A = m. (2.1)

Linearné zavislé radky lze po kontrole konzistence odstranit. Pravé tato kontrola je dtle-
zita: zavisly levy clen s neslucitelnou pravou stranou nepredstavuje nadbyte¢nou rovnici,
ale ditkaz nepripustnosti. Podminka plné radkové hodnosti pak zarucuje, ze v matici A lze
vybrat m linedrné nezavislych sloupcti. Mnozina P muze byt prazdna. V takovém pripadé
nema zadné bazické pripustné reseni.

Pripustnad mnozina LP je mnohostén

Je-li soustava Ax = b konzistentni, vymezuji jeji rovnosti afinni mnozinu a nezapor-
nost x > 0 nezdporny ortant. Jejich prunik je konvexni mnohostén. Neni-li soustava
konzistentni, je pripustnd mnozina prazdna, a tedy podle nasi definice rovnéz mno-
hostén. Stejny zavér plati pifimo i pro nerovnicovy tvar LP.

Mezi pripustnymi body budou mit vysadni postaveni takzvana bazicka pripustna reseni.
Jejich konstrukce méa jednoduchy recept: nebéazické slozky polozime na nulu a bazické
dopocitame ze ¢tvercového systému. Nejprve tento recept zapiSeme presné.

Definice 2.12: Vybér sloupcti a baze
Pro mnozinu indexi B C {1,...,n} zna¢i Ap matici tvorenou odpovidajicimi
sloupci A, zapsanymi v rostoucim poradi indexi, a xg odpovidajici podvektor. Mno-

zinu B nazveme bdzi, jestlize |B| = m a ¢tvercova matice Ap je regularni. Doplnék
N ={1,...,n}\ B tvori nebazické indexy.

Slovo baze zde pouzivame jako pohodlnou zkratku. Presnéji rikame, ze sloupce matice
Ap tvori bazi sloupcového prostoru matice A.
Definice 2.13: Bazické pripustné reseni (BFS)
Baze B urcuje bazické resent
xy =0, Xp = Aglb.

Je-li xp > 0, jde o bazické pripustné reseni (BFS) a B je pripustnd bdze. Proménné
s indexy v B nazyvame bazické a ostatni nebazické.

V cCeské literature se 1ze setkat i se zkratkou BPR. V této knize zachovame mezinarodné
béznou zkratku BFS, ale pouzivame cesky termin bdzické pripustné reseni.

1Ortant je vicerozmérné zobecnéni kvadrantu v R? a oktantu v R3.
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Priklad 2.14: Bazické pripustné resSeni

15346 14
A_(o 135 6)’ b_<7)’ B =124}

(? é‘) regulirni a A'b = (2,1)7. Nebdzické indexy jsou N = {1,3,5}, a

Pro

je Ap =

proto na né doplnime nuly. Dostaneme
x = (0,2,0,1,0)".

Vsechny slozky jsou nezaporné a primym dosazenim ovérime Ax = Agxp = b.
Nezustali jsme tedy jen u bazického kandidata: skutecné jsme ziskali BFS.

Lemma 2.15: Kritérium pomoci nosice

Pro piipustny bod x € P polozme K = {j | z; > 0}. Bod x je bazicky pravé tehdy,
kdyz jsou sloupce Ay linearné nezavislé.

Diikaz lemmatu.

Je-li x urcen pripustnou bazi B, pak K C B, a tedy jsou sloupce Ak linedrné nezavislé.

Naopak predpokladejme, ze Ay ma linedrné nezavislé sloupce. Z toho plyne | K| < m.
Je-li |K| = m, vezmeme rovnou B = K. Je-li |K| < m, z rank A = m plyne, ze lze
tento nezavisly vybér doplnit dalsimi sloupci matice A na m-prvkovou bazi B. Je to
obvyklé doplnéni linedrné nezavislé mnoziny na bazi znamé z linearni algebry. Protoze
K C B, jsou vsechny slozky mimo B nulové. Rovnost Ax = b pak davda Agxp = b,
takZe xp = Az'b a x je BFS. [ |

Véta 2.16: Kandidat uréeny bazi je jednoznacny

Kazda baze B urcuje pravé jedno bazické treseni. Toto Teseni je BFS pravé tehdy,
kdyz Ag'b > 0.

Driikaz véty.

Rozepisme levou stranu jako Ax = Agxp+Anxy. Po poloZzeni nebéazickych proménnych
xy = 0 se rovnice redukuji na Agxg = b. A pravé zde se vyuzije regularnost Ag:

soustava ma jediné reSeni xp = Aglb. Je-li tento vektor nezaporny, dostaneme po
doplnéni nulami pravé jedno BFS. Obsahuje-li zapornou slozku, baze neurcuje zadné
pripustné bazické reseni. [ |

Poznamka 2.17: BFS a tcelova funkce

Vsimnéme si, ze v definici BFS se viibec nevyskytuje vektor ¢. Bazicka pripustnéd
reseni jsou cisté geometrickou vlastnosti mnoziny P, nikoli vlastnosti konkrétni
ucelové funkce. Kazda jednotlivd baze urcuje nejvyse jeden pripustny bod. Plati
to ale i obracené — musi jednomu bodu odpovidat jen jedna baze? Nemusi. Prave
degenerace dovoli, aby tentyz bod mél nékolik rtiznych bazickych popisi.
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Definice 2.18: Degenerace bazického pripustného reseni

BFS x je nedegenerované, jestlize ma pravé m kladnych slozek, tedy [{j | z; >
0} = m. Je degenerované, jestlize ma méné nez m kladnych slozek. Ekvivalentné
je pii kazdé piislusné bazi alespoii jedna bazickd proménnd rovna nule. Uloha je
degenerovana, pokud méa alespon jedno degenerované BF'S.

Priklad 2.19: Razné baze v degenerované tuloze

Uvazujme

1
A= |3 P={x>0]| Ax = b}.
2

N O N

1
2
1

— = N

1
1], b=
9

=3 00 Ot

Projdéme ctyti volby baze. Na jednom prikladu tak uvidime rozdil mezi nedege-
nerovanym BFS, nepripustnym bazickym feSenim a degenerovanym bodem s vice
bazemi.

Baze B; = {1,2,3}. Soustava Ag x5, = b zni
a+2b+c=25, 3a + 2c = 8§, 20 +2b+c=1"1.

Jejim Tesenim je (a,b,c) = (2,1, 1). Po doplnéni nul na nebazické pozice dostaneme
xM) = (2,1,1,0,0)7. VSechny tii bazické slozky jsou kladné, takze jde o nedegene-
rované BFS.

Baze By = {2,3,4}. Nyni fesime

2a +b+2¢c =5, 2b+c =28, 20 +b+c=T.
Vyijde (a, b, c) = (2,5, —2), tedy bazické feseni x® = (0,2,5, —2,0)". Zaporna étvrta
slozka znamena, ze tento kandidat neni ptripustny.

Baze B; = {1,3,5}. Vysledkem je x®® = (0,0,3,0,2)". Bod je piipustny, ale jeho
nosic¢ je pouze {3,5} a ma velikost 2 < m = 3. Nulova prvni bazickd proménna tedy
prozrazuje degeneraci.

Baze B, = {2,3,5}. Vypocet vede znovu k témuz bodu:
x =1(0,0,3,0,2)T =x®.

Druha bazicka proménna je tentokrat nulova. Stejny degenerovany bod jsme tedy
popsali dvéma riznymi bazemi. Priklad zaroven ukazuje, ze opakovani bodu je
typickym projevem degenerace, nikoli jeji definici.

Podrobnou polyedrickou teorii lze nalézt u Schrijver (1986). Pro nédvaznost na simple-
xovou metodu viz Bertsimas and Tsitsiklis (1997).
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V této kapitole propojime algebru bazic-
kych pripustnych feseni s geometrii vrcholti.
Hledat maximum mezi nekoneéné mnoha
pripustnymi body vypada na prvni pohled
beznadéjné. Zakladni véta linearniho pro-
gramovani vsSak ukaze, Zze pri konecném
optimu staci obratit pozornost k “rohtum”
pripustné oblasti. Dokazeme, ze alespon
jedno bézické ptipustné feseni je optimalni,
a poté tento princip uvidime primo na ob-
razcich. Presné pritom odlisime jediné opti-
mum, optimalni sténu, nepripustnost a ne-
omezenost.

Did T actually win?

starting to feel a little cornered...

And T was just
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1 Zakladni véta linearniho programovani

Z predchozich kapitol uz mame vsechny stavebni kameny: rovnicovy tvar, konvexni mno-

hostény a bazicka pripustna feseni. Ted je spojime. Vysledkem bude véta, ktera z geome-

trického pozorovani “optimum hledej v rohu” udéla presny matematicky néstroj.
Uvazujme pripustnou mnozinu

P={xeR"| Ax=b, x>0},

kde A € R™*™ ma4 plnou raddkovou hodnost rank A = m. Tento predpoklad je spole¢ny s
definici BFS v kapitole 2.

Budeme opakované pouzivat kritérium pomoci nosic¢e z predchozi kapitoly: pripustny
bod x € P je BFS pravé tehdy, kdyz jsou sloupce Ax s indexy

K ={jlz; >0}
linedrné nezavislé.
Véta 3.1: Zakladni véta linearniho programovani

Je-li P # @& a linearni funkce ¢'x je na P shora omezena, pak
(i) maximum je na P dosazeno,
(ii) alespon jedno bazické pripustné feseni je optimélni.

Dikaz véty.
V dilkazu pouzijeme obrat, ktery se pozdéji v trochu praktictéjsi podobé objevi v
simplexové metodé: budeme se pohybovat v mnoziné pripustnych feSeni tak dlouho, az
nekterd kladné slozka klesne na nulu.

Nejprve ukazeme pomocné tvrzeni: ke kazdému x(¥) € P existuje BFS X € P spliiu-
jici €Tx > ¢Tx©),

Proc¢ by z néj méla plynout cela véta? Bazi je jen konecné mnoho, a tedy je konecné
mnoho BFS. Pokud mutzeme kazdy pripustny bod nahradit alespon stejné dobrym
BFS, staci mezi témito konec¢né mnoha kandidaty vybrat nejlepsi. Zbyva tedy pomocné
tvrzeni dokazat.

Mezi pFipustnymi body s ti¢elovou hodnotou alespoii ¢"x(?) vyberme bod X s nejmen-
sim poctem kladnych slozek. Takovy pocet existuje, protoze mize nabyvat jen hodnot
0,1,...,n. Ozna¢me nosic¢

K={j|z; >0}.
Jsou-li sloupce Ag linedrné nezavislé, je X podle kritéria pomoci nosice BFS.

Predpokladejme tedy, zZe sloupce Ag jsou zavislé. To je okamzik, kdy se muzeme
z bodu pohnout, aniz porusime rovnice. Existuje totiz nenulovy vektor w s nosi¢em
obsazenym v K takovy, ze Aw = 0. Zménou znaménka miizeme zajistit ¢'w > 0.

Vektor w musi mit zdpornou slozku. Kdyby w > 0a c¢’™w > 0, pak by body X+tw, t >
0, byly pripustné a jejich tcelova hodnota by rostla nade vsechny meze, coz odporuje
omezenosti. Kdyby w > 0 a ¢"w = 0, nahradime w vektorem —w. Uéelova hodnota
sméru zustane nulova a vznikne zaporna slozka.

Polozme nyni

T
t* = min —2Z
j:’wj<0 —'LUJ

> 0.
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Bod x’ = X + t*w spliiuje Ax' = b a x’ > 0. Alespon jedna puvodné kladnd slozka se
stala nulovou, zadna nova kladna slozka mimo K nevznikla a

X =c'x+t'¢'w>c'x
Pomérovy test tedy zastavi pohyb presné ve chvili, kdy prvni slozka narazi na nulu.
Dostali jsme stejné dobry pripustny bod s mensim nosi¢em, coZ odporuje volbé X.
Sloupce Ag proto museji byt nezavislé a X je BFS.

Bézi je nejvyse (:1), takze existuje jen konec¢né mnoho ruznych BFS. Vybereme-li z
nich bod s nejvétsi ucelovou hodnotou, predchozi odstavec zarucuje, ze neni horsi nez
zadny pripustny bod. Tento bod je optimalni, ¢imz jsou dokézany obé casti véty. M

Kompaktnost pripustné mnoziny jsme v dikazu nepotfebovali. Mnohostén P miize
byt neomezeny. Staci, aby na ném byla shora omezena konkrétni tcelova funkce. Véta je
standardnim vysledkem polyedrické teorie (Matousek and Géartner, 2007, Bertsimas and
Tsitsiklis, 1997).

Zékladni véta zatim mluvi algebraickym jazykem bazi. Geometricky obraz ale slibo-
val “rohy” mnohosténu. Nasledujici vysledek potvrzuje, ze nejde o dvé rizné predstavy:
vrcholy a bazicka pripustna reseni jsou tytéz body, pouze popsané dvéma jazyky.

Véta 3.2: Vrcholy jsou pravé bazicka pripustna reseni
Pro v € P jsou ekvivalentni podminky:

(i) v je vrchol mnohosténu P,

(ii) v je bazické pripustné reseni.

Driikaz véty.

Nejprve: BFS je vrchol. Necht je v BFS urcéené bazi B a oznaéme N = {1,...,n} \ B.
Predpokladejme, ze

v=20x+(1-10)y, x,y€EP, 0<0<1.

Pro j ¢ B je v; = 0. Z nezépornosti z;,y; plyne z; = y; = 0, a tedy xy = yy = 0.
Rovnice pripustnosti davaji Agxp = b = Apyp. Regularnost Ag proto implikuje
Xg = yg = vp. Bod v je vrchol.

Nyni: nebazicky bod neni vrchol. Naopak necht v neni BFS a oznaéme K = {j |
v; > 0}. Podle kritéria pomoci nosice jsou sloupce Ag linearné zavislé. Existuje tedy
nenulovy w s nosicem v K a Aw = 0. Protoze vSechny v; pro j € K jsou kladné, lze
zvolit € > 0 tak malé, ze v+ ew > 0. Oba body jsou pripustné, rizné a

v=1(v+tew)+ (v—ew).

Bod v tedy neni vrchol. [ |

Dtikaz zahrnuje i ptipad n = m. Tehdy je pii plné hodnosti jedinou moznou bazi cela

mnozina sloupct a soustava Ax = b ma nejvyse jedno reseni. Je-li nezdporné, je soucasné
BFS i vrcholem.
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Poznamka 3.3: Optimalni sténa, vice optim a degenerace

Je-li ¢ # 0 a ma-li iloha konecné optimum, predstavme si podpiirnou nadrovinu,
kterou posouvame ve smeéru ¢, az se pripustné mnoziny dotkne naposledy. Poslednim
dotykem nemusi byt jen jeden roh. Muze jim byt celd hrana, ploska, nebo dokonce
neomezena sténa.

Ma-li iloha konecnou optimalni hodnotu z*, mnozina

F*=Pn{x|c'x =2}

je optimdlni sténa. Je-li ¢ # 0, nadrovina v tomto zdpisu je podpurna: cely mno-
hostén lezi v poloprostoru ¢'x < z*. Je-li ¢ = 0, jsou optimalni vsechny piipustné
body a F* = P.

Dvé rtizné optimalni BFS vzdy urcuji celou tisecku optimalnich feseni. Obracena im-
plikace v8ak pro neomezeny mnohostén neplati. Napriklad mnozina P = {(xq, z5) >
0| ;1 = 1} méa pro tcelovou funkei z; nekoneéné mnoho optimalnich bodi, ale jen
jeden vrchol (1,0). Je-li optimélni sténa omezenda, pak pii kladné dimenzi obsahuje
alespon dva vrcholy.

Degenerace je jiny jev nez nejednoznac¢nost optima: popisuje pocet kladnych slozek
BFS vzhledem k hodnosti omezeni. Degenerované BFS miize byt jedinym optimem
a naopak optimalni hrana mtze mit nedegenerované koncové body.

Enumerace bazi. Zakladni véta okamzité nabizi jednoduchy algoritmus. Neni chytry,
ale dobre ukazuje, co jsme vétou ziskali:

1. projdeme vSechny m-prvkové mnoziny B C {1,...,n},
2. u kazdé otestujeme regularnost Ap, spocteme xp = A5'b a mimo B doplnime nuly,
3. nezaporné kandidaty si ponechdame a porovname jejich ticelové hodnoty.

Pokud neziskdme zadny kandidat, je tloha neptipustna, protoze neprazdné P by podle
predchoziho diikazu obsahovalo BFS. Hacek je v poctu moznosti: (:1) muze byt obrovské
¢islo. Pro n = 2m roste ptiblizné jako 4™ /+/mm. Koneény seznam kandidéta tedy jesté
neznamena dobry algoritmus — a pravé zde pozdéji vstoupi na scénu simplexova metoda.

Samotna enumerace navic nestac¢i k rozlisSeni koneéného optima od neomezenosti. I
neomezena uloha mize mit mnoho BFS, zatimco 1ucelova funkce unikd do nekonecna
podél paprsku. Musime proto umét odhalit také smérd > 0s Ad=0a c'd > 0.

Véta 3.4: Zakladni véta LP — vsSe v jednom
Za predpokladu rank A = m nastane pravé jedna z moznosti:
a) P=g,
b) P # @ aexistujed > 0s Ad =0 a c'd > 0, takZe tiloha je neomezen4,

c) existuje konecné optimum a alespon jedno optimalni BFS, které je soucasné
vrcholem P.
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Driikaz véty.
MozZnost a) se vyluCuje s obéma zbyvajicimi. Existuje-li pii P # & smér d z bodu b),
potom pro libovolné x° € P a kazdé t > 0 plati

A(x® +td) = b, x? 4 td > 0,

zatimeco ¢' (x°+td) — +00. MoZnost b) tedy skutecné znamend neomezenost a nemize
nastat soucasneé s c).

Zbyva ukazat, ze pii neprazdném P jina situace nenastane. Pouzijeme redukci nosice
z dikazu zakladni véty. Zacneme libovolnym x € P. Jsou-li sloupce matice A s indexy
v kladném nosici x zavislé, existuje nenulovy vektor w s nosicem v ném obsazenym a
Aw = 0. Jeho znaménko zvolime tak, aby ¢"w > 0. M4-li w zapornou slozku, polozime

>0 a X < X + tw.

. T
t = min
j:wj<0 —’LUJ

Uéelové hodnota neklesne, pipustnost se zachovd a nosi¢ se zmensi. Nemé-li w zdpor-
nou slozku a ¢'w > 0, nasli jsme smér z bodu b). Je-li tento skaldrni sou¢in nulovy,
nahradime w vektorem —w a opét zmensime nosic¢. Jsou-li naopak sloupce kladného
nosice nezavislé, je aktualni bod podle kritéria pomoci nosice jiz BFS.

Nenastane-li b), kone¢né mnoha opakovanimi dojdeme z kazdého ptipustného bodu
k BFS s nejméné stejnou tcelovou hodnotou. Bazi je konec¢né mnoho, takze jejich nej-
vétsi ucelova hodnota omezuje shora vSechny body P. Zakladni véta pak dava konecéné
optimum i optiméalni BFS, tedy c). Alternativa je tim tplné (Bertsimas and Tsitsiklis,
1997, Schrijver, 1986). [ |

2 Grafické reseni uloh

V roviné muzeme zékladni vétu doslova vidét. Narysujeme prinik poloprostori a potom
posouvame vrstevnici tcelové funkce ve sméru zlepseni tak dlouho, dokud se pripustné
oblasti jesté dotyka. Graficka metoda samoziejmé neni praktickym algoritmem pro vyssi
dimenze, ale pro budovani intuice je tézké najit lepsi obrazek toho, co linearni program
dela.

Grafickd metoda v R?

Je-li ¢ = 0, je kazdy pripustny bod optimalni. V opac¢ném pripadé postupujeme
nasledovné.

1. Pro kazdé omezeni sestrojime hrani¢ni primku a urc¢ime spravny poloprostor.
Jejich prinik je pripustna oblast P.

T

2. Sestrojime jednu vrstevnici ¢' x = «. Pro maximalizaci roste hodnota ve sméru

normalového vektoru c.

3. Primku posouvame rovnobézné ve sméru rustu. Pri kone¢ném optimu je po-
sledni dotyk optimalni sténou. Mize jit o jediny vrchol nebo o celou hranu.

4. Souradnice kandidati ovéfime tesenim pfiislusnych rovnic a dosazenim do
vSech omezeni i do tcelové funkce.
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Piiklad 3.5: Cty¥i mozné vysledky grafického FeSeni

Zacnéme velmi jednoduchou tlohou, na niz postupné vyvolame vSechny ctyri za-
kladni situace. Maximalizujme x, + x5 pri omezenich

r1,T9 > 0, To—x1 < 1, 1+ 69 < 15, 4ri — 19 < 10.

Prinik péti poloprostort tvori konvexni mnohotihelnik. Predstavme si ptimku x; +
Ty = a, kolmou na vektor ¢ = (1,1)T. KdyZ ji posouvdme ve sméru tohoto vektoru,
hodnota « roste. Posledni dotyk s pripustnou oblasti nastane v pruseciku poslednich
dvou hrani¢nich primek, tedy v bodé (3, 2). Bod spliiuje vSechna omezeni a dosahuje
hodnoty 5.

mg—m <1

x1 + 620 < 15

0,0 o >0 §/
41 — 20 < 10
Obrazek 3.1: Jediné optimum v bodé (3, 2).
Zménime-li ucelovou funkci na %xl + X9, jsou jeji vrstevnice rovnobézné s hranou

1 + 629 = 15. Optimalni je celd prislusna hrana, nikoli disledkem degenerace, ale
proto, ze ucelova funkce je na této sténé konstantni.

xo—1x1 <1

x1 + 6z <15

41 —x9 < 10

Obrazek 3.2: Optimélni hrana a nekoneéné mnoho optiméalnich bod.

Nahradime-li dvé sikmé omezeni podminkami zo — 27 > 1 a 421 — 29 > 10 a ostatni
omezeni zachovame, vznikne prazdny prinik. Uloha je neptfipustna.
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9 —x1 > 1

x1 + 6z <15

(171) 29 >0

4x1 —x9 > 10

Obrazek 3.3: Neslucitelna omezeni a prazdna pripustna mnozina.

Odstranime-li naopak omezeni x; + 6z5 < 15 a 4oy — zo < 10, zUstava pripustny
paprsek (x1,2z2) = (t,t) pro t > 0. Hodnota z + xo = 2t roste bez omezeni.

Tl s <

0,0) 2120 g 20

Obrazek 3.4: Neomezend piipustna oblast i icelova funkce.

Poznamka 3.6: Co z obrazku skutec¢né plyne

Omezenost pripustné oblasti zarucuje omezenost kazdé linearni ucelové funkce. Ob-
racené to neplati: neomezeny mnohostén muize mit pro konkrétni ticelovou funkci
koneéné optimum. Pti grafickém feSeni proto sledujeme nejen tvar P, ale i smér c.
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SIMPLEXOVY ALGORITMUS —
ZAKLADY METODY

Uvodni piiklad bez potizi . 38
Neomezenost tlohy a vice

optiméalnich feseni . . . . . 41
Simplexové tabulky . . . . . 43
Simplexovda  metoda  —

obecné zaklady . . . . . .. 44

Tato kapitola predstavuje vypocetni jadro
linearniho programovani: simplexovou me-
todu pro maximaliza¢ni tlohu v rovnico-
vém tvaru. Zac¢neme konkrétnim vypoctem
a teprve potom z néj vytahneme obecny po-
stup. Odvodime simplexovou tabulku, kri-
térium optimality, pomérovy test a jeden
korektni pivot. Na prikladech také uka-
zeme, jak tabulka sama prozradi neomeze-
nost nebo celou tsecku optimalnich reSeni.
Degeneraci, cykleni a pravidla zarucujici
konec¢nost probereme v kapitole 6.

C I'm improving. One step at a time. j

/4

S

N =
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38 Simplexovy algoritmus — zaklady metody

1 Uvodni p¥iklad bez potizi

Simplexovou metodu zavedl George B. Dantzig roku 1947 (Dantzig, 1963, 2002). Geome-
tricky si ji mizeme predstavit jako cestu po hranach pripustného mnohosténu: v kazdém
kroku se rozhlédneme po sousednich vrcholech, vybereme smér zlepseni a po jedné hrané
se vydame dal. Algebraicky pritom ménime jediny sloupec baze a upravujeme ekvivalentni
soustavu rovnic podobné jako pri Gaussové eliminaci.

Tento obrazek je velmi uzitecny, potrebuje vsak jednu dulezitou poznadmku. V nede-
generovaném kroku skutec¢né prejdeme do sousedniho vrcholu a tcelovou hodnotu prisné
zlepsime. PTi degeneraci se mize zménit baze, aniz se zméni bod nebo 1ucelova hodnota.
Simplex se tedy nékdy “otoci v jednom vrcholu”, aniz by se z néj zatim pohnul.

Budeme pouzivat dlohu v maximalizacnim rovnicovém tvaru

max ¢'x pii Ax=b, x>0,
kde A € R™*" m4 radky linedrné nezavislé.

Pro zahajeni metody predpokladame, ze mame k dispozici vychozi pripustnou bézi a
ji uréené BFS x. Jak takovou bézi nalézt, ukéze kapitola 5. Jednotlivé pivoty generuji
posloupnost piipustnych bézi a jim odpovidajicich bod x%, x[!, ... kde po sobé jdouci
baze sdileji m — 1 indexti. Odpovidajici vrcholy jsou pri kladné délce kroku sousedni. Pri
nulovém kroku mohou oba zapisy urcovat tentyz degenerovany vrchol. V jednom kroku
nastane jedna z moznosti:

1. x je optimalni.
2. Uloha je neomezené.

3. Lze provést pivot do nové pripustné baze s nezmensenou tcelovou hodnotou. Hod-
nota vzroste prisné pravé tehdy, kdyz je délka kroku kladna.

V nasledujicim ptikladu nejprve projdeme cely vypocet bez obecnych vzorct. Az uvi-
dime, co jednotlivé kroky délaji, popiseme simplexovou metodu obecné.

Priklad 4.1: Uvodni priklad na simplexovou metodu
Zacneme Tesenim elementarni ilohy v nerovnicovém tvaru

—x1 +x9 < 1,
€1 §37
$2§27

x1, T2 > 0.

maximalizovat z; + x5 za podminek

Po zavedeni doplnkovych proménnych x3, x4, z5 dostaneme rovnicovy tvar
-1+ a9+ 13 =1, T +x4 =3, To+ x5 = 2, z; >0 (j=1,...,5),

a rovnici ucelové funkce z = x1+x5. Této 1loze priradime tzv. pocatecni simplexovou
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tabulku:
I3 = 1+ 1 — T9,

5134:3_1'1,
$5:2—[E2,

Z = X1 + To.
Pro x; = x5 = 0 je bazické piipustné feseni x = (0,0,1,3,2)T a 2 = 0.
Krok 1. Vstupuje x5, vystupuje z3. ZvysSujeme z volbou nebazické proménné

s kladnym koeficientem v poslednim radku. Vhodné jsou x; i 5. Zvolime x5. Neza-
pornost bazickych proménnych omezuje rast o podminkami

r3=1—292>0, 24=32>0, x5=2—192>0,
tedy nejprisnéji x5 < 1. Polozime x5 = 1 a x3 = 0. Z prvni rovnice vyjadiime
To=1+z1 — 23

a dosazenim ziskame novou tabulku

l‘2:1+l’1—(l}3,
Ty =3 — 1y,
T5=1—x1 + 23,

Z:1+2$1—ZE37

s bazi {2,4,5} a hodnotou z =1 (pro z; = z3 = 0).

Krok 2. Vstupuje z;, vystupuje z5. 2-tfadek ma kladny koeficient u x;, takze
muzeme rust z zajistovat zvysovanim z;. Omezeni:

o = 1+ (neomezuje), z4=3—-2;>0=>2,<3, z5=1-2;>0=2; <L
Nejprisnéjsi je z; < 1, proto nastavime x1 = 1 a x5 = 0. Z tfeti rovnice vyjadiime
1 =1+23—1T5

a po dosazeni:
z1 =1+ z3 — 5,

$2:2—$5,
Ty =2 — X3+ Ts5,
z =3+ x3 — 2xs5.

Béze je nyni {1,2,4} a pro x3 = x5 = 0 dostdvame z = 3.

Krok 3. Vstupuje z3, vystupuje z4. 2-tfadek dovoluje zvySovat x3. Nezapornost
omezuje jen rovnice

Ts=2—x3+x5>0=>23 <2+ x5,
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ostatni bazické proménné nezapornost neporusi. Polozime x5 = 0 a x3 = 2, ¢imz
x4 = 0. 7 treti rovnice dostaneme

T3 = 2+ T5 — 4,
a findlni tabulka ma tvar
T1 = 3 — x4,
Ty =2 — x5,
T3 =2 — x4 + s,
z2=5—1T4— T5.
V poslednim radku jsou koeficienty nebazickych proménnych nekladné, takze nelze

zvysit z bez poruseni pripustnosti. Optimalni feseni je

x=(3,2,2,0,0)7, 2" =5.

Posledni tabulka soucasné poskytuje certifikat optimality. Pro libovolné ptripustné
feSeni x = (Z1,...,75)" s hodnotou Z plati vechny jeji rovnice, protoze vznikly z
puvodni tlohy ekvivalentnimi apravami. Tedy

5=5— 54— Fs.

Z nezapornosti T4, 5 plyne zZ < 5. Tabulka navic dokazuje jednoznacnost optima:
rovnost z = 5 vyzaduje x4 = x5 = 0, coz jednoznacné urci i ostatni proménné. Bod
x = (3,2,2,0,0)7 je proto jedinym optimalnim Fesenim.

Poznamka 4.2: Geometricka ilustrace

Postup metody odpovida posunu z vrcholu do vrcholu po hranach ptripustného
mnohothelniku ve sméru rastu x; + x9. Trajektorii ukazuje obrazek:

—x1+wx2 <1
(1,2) (3,2)
) S 2
(0,1)
A
(171) x9 >0
0,0
(0,0) o S0
Iy S 3

Obrazek 4.1: TTi nedegenerované kroky simplexové metody.
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2 Neomezenost tlohy a vice optimalnich reseni

V predchozim jednoduchém piikladu probéhl algoritmus bez zadrheli. V praxi se vSak
mohou objevit komplikace, které podrobné popiseme pozdéji. Nejdiive prozkoumame, jak
se metoda chova pri neomezenosti tilohy a jak odhali vice optimalnich feSeni tlohy.

Priklad 4.3: Neomezenost tilohy

Ukazme na prikladu, jak simplex rozpozna neomezenou tlohu
r1— 22 <1,
maximalizovat x; za podminek —x; 4+ x5 < 2,
T1,T2 Z 0.
Po zavedeni x3, x4, mame spolu s rovnici z = x; soustavu
x3 =1—m1 + 22,
Ty = 2+ T, — T,
zZ=a.
V z-fadku ma x; kladny koeficient, proto jej zavedeme do béze. Z prvni rovnice
Ir = 1+ To9 — I3,

a po dosazeni
Ty =3 — 3, z=1+4x9 — x3.

Pokud nyni chceme zavést do baze zo, vSimneme si, ze zadna rovnice nerestriktuje
) )

jeho rust: v pravych stranach se x5 neobjevuje se zapornym koeficientem. Muzeme

tedy volit x5 = t, x3 = 0 libovolné velké a dostavame

(1’1,33'27.273,[54,2) = (]- +t7 tv 07 3a 1 +t)a t Z Oa

coz doklada neomezenost. Geometricky jde o polopfimku na hrané pripustné oblasti:

—T1 + T2 SQ

1‘1*I2§1

(0,0)

Obrazek 4.2: Pripustny paprsek dokazujici neomezenost.
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Priklad 4.4: Simplexovi metoda — tisecka optimalnich reseni

Pomoci simplexové tabulky vytfeSme nasledujici maximaliza¢ni lohu:
T1 + X9 < 5,
T S 47
T2 S 37

T1,T2 Z 0.

maximalizovat =z + 2o za podminek

Po pridani doplnkovych proménnych 3, x4, x5 ziskdme soustavu

l’1+$2+1’3:5, 131+LL’4:4, .T2+JI5:3, ZL’jZO (jzl,

a ucelovou funkei
2 =x1 + Zo.

Pocatecni simplexova tabulka:
r3 =95 — X1 — T2,
Ty = 4 — Zy,
Ty = 3 — XT9,

Z =1 + Ta.

Krok 1. Vybereme x5 jako vstupujici. Omezent:
T3 =0—X1— Ty, Ty=4—2x1, x5=3— xo.
Nejprisnéji omezuje xo < 3 (tfeti rovnice), proto x5 vystupuje a
To =3 — 5.

Dosadime:
I3 = 2 — xr1 + T5,
Ty :4—331,
To = 3—1‘5,
z=3+ 1 — Is.

Baze {2,3,4}, pro z1 = x5 =0 je z = 3.

Krok 2. Zvysujeme x;. Omezeni:
T3=2—x1+ x5 >0, za=4—x1 > 0.
Nejptisnéji omezuje z; < 2 (prvni rovnice). Vstoupi zy, vystoupi zs:
1 =2+ x5 — x3.

Po dosazeni:
x1 =2+ o5 — T3,
To = 3 — x5,
Ty =2 — x5+ T3,
z=05—1x3.
Béaze {1,2,4}. Pro x3 = x5 =0 je z = 5.
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Optimalni reseni. V z-fddku nejsou kladné koeficienty a u x5 je nula, jsme v
optimu. Avsak rozebereme-li si feseni, vidime, Ze pii z3 = 0 a x5 € [0, 2]:

(xla'IQ) = (2 + s, 3 — 1'5), = 57

tj. tsecka mezi (2, 3) a (4, 1) urcuje body, kde v kazdém z nich je nabyvano optimalni
hodnoty.

1+ 22 <5

2 <3 /7777\(2»3)

(0,0)

$1S4

Obrazek 4.3: Usecka optimalnich fesen.

3 Simplexové tabulky

To, co jsme zatim sledovali na prikladech, nyni zformulujeme obecné a se stejnou znamén-
kovou konvenci, kterou budeme pouzivat i v dalsich kapitolach.
Uvazujme obecnou maximaliza¢ni ilohu v rovnicovém tvaru

maximalizovat c¢'x za podminek Ax=b, x>0,

kde A € R™" ma tadky linearné nezavislé a pripustnd mnozina neni prazdna. Pro
ptipustnou bazi B C {1,...,n}, |B|] = m, piSme B = {j; < -+ < jn} a oznacme
N=A{1,...,n}\ B.

Simplexova tabulka

Simplexovd tabulka pritazend bazi B je soustava

XB:p+QXN7

4.1
z:z()—l—rTxN, ( )

jejiz mnozina feSeni v proménnych (x,z) je shodnd s mnozinou feSeni Ax = b a
z = ¢'x. Vektor xp obsahuje bazické proménné. Pro N = {1,...,n}\ B obsahuje x
proménné nebézické. Rozméry koeficientt jsou p € R™, Q € R™*(=m) y ¢ R*—™
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a 2o € R. Souradnice xy a r i sloupce Q budeme pro pohodli indexovat piimo
ptivodnimi indexy j € N. Symboly 7, ¢;; a Q.; tedy oznacuji soufadnici ¢i sloupec
piislusejici proménné z;, i kdyz indexy mnoziny /N nemuseji tvoiit posloupnost
1,...,.n—m.

Bazické pripustné feseni k simplexové tabulce okamzité vycteme: dosadime xy = 0,
tedy xg = p a hodnota ucelové funkce je z = zy. Protoze B je pripustnéd baze, vzdy plati
p > 0. Slozky vektoru r nazyvame v této znaménkové konvenci redukované naklady.

Tvary p,Q,r a z lze snadno vyjadiit pomoci B a A, b, c. Podotknéme, ze néasledujici
vzorecky je ale zbytecné si pamatovat, v pripadé potreby se lehce odvodi.

Lemma 4.5: Jednoznacnost a tvar koeficientd simplexové tabulky

Pro kazdou piipustnou bazi B existuje pravé jedna tabulka (4.1) a jeji koeficienty
jsou dany

Q=-A43'Ay, p=Azb,  z=chAz'b, r=cy— (chA5'AN)".

Diikaz lemmatu.
Rozklad Ax = Agxp + Ayxy = b a regularnost Ag davaji

—1 -1
Xp = AB b — AB ANXN.

Tim jsou jednoznac¢né urceny p a Q. Po dosazeni do 2z = c¢Lxp + ¢\ xy dostaneme
T -1 T T 41

coz jednoznacné urcuje zq i r. VSechny apravy jsou ekvivalentni, takze tabulka popisuje
praveé puvodni rovnice. [ |

4 Simplexova metoda — obecné zaklady

4.1 Kritérium optimality
Jsou-li v tabulce (4.1) vSechny redukované naklady nekladné, tj.
r <0,
pak prislusné béazické pripustné feseni je optimalni. Skutecné, bazické pripustné feSeni
prislusné takové tabulce méa tcelovou funkci rovnou zg, a pro libovolné jiné pripustné
feSeni X mame Xy > 0 a
Tk =z +r'xy < 2.

Jde o postacujici certifikat optimality. V degenerované tabulce nemusi byt podminkar < 0
nutnd pro optimalitu samotného bodu, protoze kladnému redukovanému nékladu miize
odpovidat pouze nulovy ptipustny krok.

4.2 Pivot — volba vstupujici a vystupujici proménné

Jeden pivot odpovida dvéma rozhodnutim. Nejprve vybereme, kterou nebazickou promén-
nou zacneme zvétsovat — tedy kudy se chceme vydat. Potom zjistime, kterd z dosavadnich
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bazickych proménnych narazi jako prvni na nulu — tedy kde nas zastavi hranice ptipustné
oblasti.

Vstupujici proménna: kudy se vydat. Zvolme nebazickou proménnou z, s r, > 0.
Jeji kladny redukovany naklad 1ika, ze kazdé pripustné kladné zvétseni z,, zlepsi tcelovou
hodnotu. Pokud ostatni nebéazické proménné ziustanou nulové a polozime xz, = t > 0,
tabulka ma tvar

Vystupujici proménna: kde narazime na hranici. Protoze p > 0, fadek s ¢;, > 0
riist £ neomezuje. Rédek s ¢;, < 0 vyzaduje t < —p;/gi. Je-li alespon jeden takovy fadek,
maximalni pripustna délka kroku je

f = min (—ﬁ) > 0. (4.2)
i:qiv<0 \ Qi
Jako vystupujici zvolime nékterou bazickou proménnou z;,, pro jejiz fadek se minima do-
sahne. Pti shodé vice podilti dosahne nuly nékolik bazickych proménnych soucasné. Volba
jedné z nich je soucasti pivotovaciho pravidla. Jinymi slovy: sledujeme pouze zdporné koe-
ficienty ve sloupci vstupujici proménné, spoc¢teme prislusné podily a vezmeme nejmensi.
Pravé tato hodnota je nejdelsi krok, ktery jesté zachova nezapornost vsech bazickych
proménnych. Nova béaze je
B' = (B\{js}) U {v}.

Z rovnice pro xz;, vyjadifme x, a dosadime jej do vsech ostatnich fadkd. To je vlastni
pivotova tprava.

A co kdyz ve sloupci zadny zaporny koeficient neni? Potom nas pii zvysovani z, ne-
zastavi zadna bazicka proménna. Smér zlepseni pokracuje libovolné daleko a tabulka tim
primo vydava certifikdt neomezenosti.

Lemma 4.6: Korektnost pivotu

Necht B je pripustna baze, r, > 0 a existuje radek s ¢;, < 0. Zvolime-li s pomérovym
testem (4.2), pak B’ je pripustnd baze. Nové BFS mé tcelovou hodnotu zg + 6r,.
Ta je vétsi nez zy pro 6 > 0 a stejné pro 6 = 0.

Jestlize pro zvolené v plati ¢;, > 0 ve vSech radcich, je loha neomezena.

Diikaz lemmatu.
Pro 0 <t < 0 jsou vsechny hodnoty p; 4+ ¢t nezaporné. V bodé t = 6 je vystupujici
proménnd x;, rovna nule, takze tento bod je pripustny.

Zbyva ovéiit, ze B’ je skuteéné baze. Z lemmatu 4.5 mdme Q = —AZ' Ay, a tedy
gsv # 0. Kdyby sloupce s indexy v B’ byly linearné zavislé, existovala by netrivialni
rovnost

OzUAU + Z Ozl‘Aji =0.
i1#£s
Po vynéasobenf AZ' ma jeji s-td slozka tvar —a,q., = 0, takie a, = 0. Zbyvajici
kanonické vektory pak davaji o; = 0 pro vSechna ¢ # s, coz je spor. Matice Ap je
regularni. Pivotova soustava je s ptivodni soustavou ekvivalentni a prii polozeni novych
nebézickych proménnych na nulu dava pravé bod pro ¢ = 6. Baze B’ je proto pripustné.
7 ucelového radku plyne hodnota zg + 0r,.
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Neexistuje-li zaporné ¢;,, pak pro kazdé ¢t > 0 plati xg = p + tQ)., > 0. Tyto body
jsou pripustné a z = 2y + r,t — 400, protoze r, > 0. |

Poznamka 4.7: Nula v tcelovém radku neni cely pribéh

V optimélni tabulce mize néktera nebazickd proménnd spliovat r, = 0. Jeji zvy-
sovani neméni ucelovou hodnotu, ale dalsi zavér zavisi na pripustné délce kroku.
Je-li § > 0, dostaneme odlisné optimalni body a pri ¢t = € jiné optimalni BFS. Je-li
0 = 0, pivot miize pouze zménit bazi téhoz degenerovaného bodu. Neni-li v daném
sloupci zadné zaporné ¢;,,, vznikd optimalni paprsek. Samotné rovnost r, = 0 tedy
bez kontroly sloupce ()., neprokazuje existenci jiného optimalniho vrcholu.

Jednotlivy pivot je tim odivodnén. Z tabulky uz umime vyc¢ist optimum, smér neo-
mezenosti i dalsi pripustnou bazi. Zbyva jedina nepiijemnost: pri nulovych krocich by se
metoda mohla mezi bazemi tocit a nikam se neposunout. Aby byl cely algoritmus ko-
necny i pri degeneraci, potfebujeme anticyklické pravidlo. Tomu je vénovana kapitola 6.

Soustavné odvozeni simplexové metody lze porovnat s Vanderbei (2020) a Bertsimas and
Tsitsiklis (1997).



KAPITOLA 5

SIMPLEXOVY ALGORITMUS II:
DVOUFAZOVA METODA A M-ULOHA

Aby se simplexovy algoritmus mohl viibec

1 Vychozi bazické pripustné o , Y
Y ¢ prip rozbéhnout, musime mu na zacatku dodat

reset Lo 48 bazické pripustné reseni. V dosavadnich pti-
2 Metoda velkého M . . . . . 48 . . 1 s
I kladech jsme je dostavali témér zadarmo,
3 Dvoufazovda metoda (me- . S (. )
O ale z obecného rovnicového zadani nemusi
toda umélé baze) . . . . .. 52

byt patrné. V této kapitole si ukadzeme dvé
standardni techniky: M-tlohu neboli me-
todu velkého M a dvoufazovou metodu ne-
boli metodu umélé baze. Obé pracuji s po-
mocnou rozsitenou tulohou, ktera bud od-
kryje pripustnou bazi ptivodni tlohy, nebo
prokaze, ze ji hleddme marné.

C Now how do I navigate this thing? )

/\
CEASIBLE REGION
/—\\

== =
A SN

BFS

47
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1 Vychozi bazické pripustné reseni

Jiz jsme videéli, jak simplexova metoda pracuje, jakmile ma k dispozici pripustnou bézi.
Peclivému c¢tenari vsak mohla ziistat jedna nepiijemna otazka: odkud vezmeme tplné
prvni bazi? Ta totiz neni soucasti obecného zadani a musime ji teprve nalézt.

V prikladech, které jsme zatim uvadeéli, jsme pripustnou bazi dostali viceméné zadarmo.
Tak tomu je u vSech uloh v nerovnicovém tvaru

maximalizovat ¢'x za podminek Ax <bax>0

s b > 0. Doplikové proménné zavedené pti prevodu na rovnicovy tvar pak tvori pripustnou
bazi.

Obecné vsak rozhodnuti o pripustnosti tilohy ani nalezeni vychoziho bazického pripust-
ného teseni neni samo o sobé jednoduché. Nestaci tedy jen umét z jedné tabulky prejit do
druhé. Musime nejprve najit misto, odkud vyrazit. Ukazeme si, jak to udélat systematicky,
nebo jak cestou prokazat, ze ptuvodni tloha pripustné reseni viibec nema.

Pouzijeme dvé standardni metody (Dantzig, 1963): metodu velkého M, zkracené M-
ulohu, a dvoufazovou metodu neboli metodu umélé baze. Obé pridavaji umélé promenné,
které vytvori snadno dostupnou pocatecni bazi. Tyto proménné nejsou soucasti pivodniho
modelu a pred zahajenim vlastniho reseni ptivodni tlohy je musime odstranit.

Nejprve dokazme tvrzeni, na némz jsou oba postupy zalozeny.

Tvrzeni 5.1: Pomocna tloha a pripustnost pivodniho systému

Necht A € R™*" b € R™, b > 0. Pro systém Ax = b, x > 0, uvazujme pomocnou
ulohu
Ax+ Iw=b, x>0, w>0,

se zdmérem minimalizovat 1Tw. Pomocna tiloha ma pifpustné feseni (0,b), jeji
optimum je dosazeno a plati

min{lTW:Ax+W:b, x,WZO}zo <— dx>0: Ax=bhb.

D1iikaz tvrzeni.
Uéelové funkee je zdola omezend nulou. Existuje-li x > 0 s Ax = b, potom je (x,0)
pripustné pro pomocnou ulohu a dosahuje hodnoty nula. Naopak, dosahne-li pomocna
tiloha hodnoty nula v bodé (x*,w*), z w* > 0 a 1"w* = 0 plyne w* = 0. Rovnosti
pomocné tlohy pak davaji Ax* = b. Existence optima plyne ze zdkladni véty linedr-
niho programovani, protoze pomocna tloha je pripustna a jeji icelova funkce je zdola
omezena. [ |

2 Metoda velkého M

Zacneme metodou velkého M. Jeji myslenka je primocard: kde piivodni sloupce nedavaji
vhodnou pocatecéni bazi, na chvili si vypomtzeme umeélymi proménnymi. Soucasné je vsak
v ucelové funkci potrestame tak silné, aby je algoritmus odstranil, jakmile je to mozné.
Pro ptvodni maximaliza¢ni tilohu v rovnicovém tvaru fesime rozsirenou tlohu

max CTX — mTW
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za podminek
Ax+w =D, x>0, w>0,

kde m = M1 a w € R™ je vektor umélych proménnych. Zapis svadi k predstavé, ze
prosté vezmeme néjaké obrovské ¢islo. Matematicky bezpecny vyznam symbolu M je
ale lexikograficky: nejprve minimalizujeme 17w a teprve mezi feSenimi s jeho nejmensi
hodnotou maximalizujeme ¢'x. Symbol M tedy neni pfedem zvolené velké reilné é&islo,
nybrz struény zapis naprosté priority prvniho cile pred druhym.

Poznamka 5.2: Pro¢ nevolit obrovské konecéné M

Rceni ,M je vétsi nez vSechna ¢isla v tloze® je uziteéna pomtcka, nikoli navod k
volbé konkrétniho ¢isla. Pro obecnou ulohu neexistuje pravidlo typu ,,nékolik fada
nad nejvétsim koeficientem*, které by bez dalsi analyzy zarucilo spravnou prioritu
a soucasné¢ dobrou numerickou stabilitu. Prilis malé M mize pripustit kladnou
umélou proménnou vyménou za zisk v ptivodni ucelové funkci. Prilis velké M zase
zvétsuje dynamicky rozsah koeficient icelového radku a muze vést ke ztraté pres-
nosti pri odec¢itani i pri vypoctu redukovanych nakladi. Samotnou podminénost
bézické matice Ap vSak hodnota M neméni. Proto:

e v ruénim a teoretickém vypoctu zachdzime s M symbolicky a porovnavame
zvlast koeficienty u M a konstantni ¢asti,

e v numerické implementaci davame prednost dvoufazové metodé, kterd zadnou
velkou konstantu nepotiebuje.

Neni nutné pridavat umélou proménnou do kazdého radku. Jestlize uz néktery ptivodni
nebo doplikovy sloupec tvori prislusny jednotkovy sloupec poc¢ateéni baze, pouzijeme jej.
Umélou proménnou w; pridame pouze k tomu i-tému radku, pro ktery vhodny bazicky
sloupec chybi. Index umélé proménné tedy oznacuje ridek omezeni, nikoli sloupec ptivodni
matice.

Jakmile maji vSechny umeélé proménné hodnotu nula a jsou mimo bazi, mame béazické
pripustné feseni ptivodniho systému. Jejich sloupce odstranime, znovu sestavime radek
pivodni t¢elové funkce z = ¢'x pro aktudlni bazi a pokra¢ujeme béznou simplexovou me-
todou. Znaménka redukovanych nakladua u jiz odstranénych umeélych proménnych nejsou
pro tento prechod dalsi podminkou.

Jestlize lexikograficka optimalizace skonci a nékterd uméla proménna ma kladnou hod-
notu, je pivodni tloha nepiipustna. Zistane-li uméla proménnda v bazi s nulovou hodno-
tou, postupujeme stejné jako na konci prvni faze dvoufazové metody: bud ji vypivotujeme
pomoci puvodniho sloupce s nenulovym koeficientem v jejim radku, nebo odstranime
nadbytecny radek.

Poznamka 5.3: Pro¢ funguje metoda velkého M

Uvazujme rozsirenou tlohu s ucelovou funkci

Z=c'x—m'w pii Ax+w=Db, x,w>0,

kde vyznam m je popsan vyse. Cast ucelové funkce obsahujici M je dominantni.
Maximalizace Z je tedy lexikograficky® ekvivalentni dvoukroku:
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1. minimalizuj ), wj,
s v v z . o . ’ z . . . T
2. mezi FeSenimi s minimdlnim » ; w; maximalizuj ¢'x.

Z tvrzeni 5.1 vime, Ze min Zj w; = 0 pravé tehdy, kdyz existuje x > 0 s Ax = b.
Pokud v optimu lexikografické tlohy ztstane nékteré w; > 0, pivodni tloha je
nepripustna.

“ Lexikografické uspordddni: pro vektory u,v € R plati u <jex v, jestlize existuje nejmensi
index i s u; # v; a u; < v;. Maximalizace vektorové funkce (f1,..., fr) v lexikografickém smyslu
znamena: nejprve maximalizovat f;, pokud je vice Teseni se stejnym fi, maximalizovat mezi nimi
fg, atd.

2.1 Piiklady

Na prvnim prikladu projdeme standardni chod metody velkého M a umélé proménné
skutecné z baze vytlac¢ime. Druhy priklad je zamérné prosty: chceme na ném jasné vidét
okamzik, kdy kladnd umeéla proménnd prozradi nepripustnost ptivodni tlohy.

Priklad 5.4: Metoda velkého M
V tvodnim prikladu budeme chtit
T1— Xy +x3 =1,

maximalizovat 2z = x| + 429 + 223 za podminek x|+ x9 + 223 =4,
Z1, T2, L3 2 0.

Po rozsiteni o umélé proménné wq, wo dostaneme rovnicovy tvar
T — o+ 23 +wp =1, 1+ 29 + 2235 + wy =4, 21, To, T3, W1, Wwo > 0,
a rovnici ucelové funkce
§:[E1—|—4ZL’2+2ZE3—M<U}1+U)2),

kde M chapeme jako lexikograficky dominantni symbol.
Pocatecéni simplexova tabulka. Umélé proménné zvolime jako pocatecni ba-
zické proménné:

w; =1—1x; + 29 — T3,

w2:4—x1—x2—2x3,

Z=—-85M+ (2M + 1)x; + 4x2 + (3M + 2)z3.

Pivotovanim se nyni snazime umélé proménné presunout mezi nebazické proménné
a snizit jejich soucet na nulu.

Krok 1. Vstupuje x3, vystupuje w;.
3 =1—21 + 29 — W1,
wy = 2+ w1 — 319 + 2w,
2=2-2M+(—M — 1)z, + (3M + 6)x2 — (3M + 2)wy.
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Krok 2. Vstupuje x,, vystupuje ws.

_ 2 1 2 1
Ty = 5+ 3%1 + 3W1 — W2,

_5_2 1 1
T3 =3 — 371 — 3W1 — 3Wa,

Obé umélé proménné jsou nyni nebazické a maji hodnotu nula. Jejich sloupce proto
odstranime a pro aktualni bazi znovu sestavime radek puvodni tcelové funkce.

Bazické pripustné reseni puavodni tlohy.

Pokracovani simplexovym algoritmem. Po odstranéni w méame tvodni sim-
plexovou tabulku ve tvaru:

_ 2,1 _ 5 _ 2 _
x2—§—i—§x1, ZE3—§—§ZE1, Z—6+ZL’1.
Vstupuje z1, vystupuje x3. Po pivotu
17

_ 5 3 _ 3 1 _ 3
.131—5—51‘3, I2—§—§[E37 Z—?—§ZE3

Priklad 5.5: Metoda velkého M — nepripustna tloha

V tomto prikladu budeme chtit

T+ Ty = ].,
maximalizovat 2z =z, + 2, za podminek 1z + x5 =2,

x1,x9 2 0.
Po rozsiteni o wq, ws:
JZ1+Z'2+U}1:1, x1+x2+w2:2, ml,xg,wl,wgzo,

a ucelova funkce
Z=1x1 4+ x3 — M(wy + wy),

kde je M opét lexikograficky dominantni.

Pocatecni simplexova tabulka.

w, =1 —x1 — Z9, Wy =2 — T — T, Z=-=3M+ (2M + 1)(x1 + x2).

Krok 1. Vstupuje x;, vystupuje w;.

1:1:1—1:2—101, w2:1+w1, 2:—M+1—(2M+1)w1+0x2
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V tadku Z nejsou kladné koeficienty, tedy jsme nasli optimum pomocné tlohy pti
wy, = 0, To = 0:

.’Elzl, .’EQZO, w1:O, U)Qzl, z2=-—M + 1.

Protoze v optimu plati wy > 0, puvodni tloha je nepripustna.

Rychla diagnostika.
(x1+x2+w2)—(x1+x2+w1) = 1:>w2—w1 = 1,

takze min(w; + we) = 1 a stavu w = 0 nelze dosdhnout.

3 Dvoufazova metoda (metoda umeélé baze)

Druhou metodou pro nalezeni vychozi baze je dvoufizovd metoda, nékdy také nazyvand
metoda umélé baze. Sleduje stejnou myslenku jako metoda velkého M, jen obé priority
nepise do jediné ucelové funkce. Piivodni tlohu v rovnicovém tvaru rozsitime tak, abychom
snadno ziskali vychozi BFS pomocné tlohy. Z jejiho optima rozhodneme o pripustnosti
puvodniho systému a pripadné pripravime bazi pro vlastni optimalizaci.

Jak nézev napovidda, postup ma dvé faze. V prvni se nestarame o piivodni zisk: jedinym
cilem je minimalizovat soucet umeélych proménnych a dostat jej pokud mozno na nulu.
Teprve ve druhé fazi umélé proménné odstranime, vratime ptuvodni tcelovou funkci a z
nalezené pripustné baze pokracujeme simplexovou metodou.

Poznamenejme, ze prvni faze dvoufazové metody je postavena na primém vyuziti tvr-
zeni 5.1.

3.1 Prvni faze

Nejprve pievedeme tlohu do rovnicového tvaru. Rédek se zapornou pravou stranou vyna-
sobime ¢islem —1, takze b > 0. Do radkt, v nichz chybi vhodny bazicky sloupec, pridame
umélé proménné. Pro jednoduchost zapisu nyni predpokladejme, Ze jsou potieba ve vsech
radcich:

Ax+ Iw=b, x>0 w>0.

Pak simplexovou metodou fesime pomocnou maximalizacni ulohu
max (—wl—---—wm) pii Ax+Iw=Db, x,w>0.

Vyrchozi BES v prvni fazi ziskdme snadno — je jim bod x =0, w = b.
V zavislosti na optimu prvni faze mohou nastat tti situace:

L. Y77 wr > 0, ekvivalentné je optimalni hodnota maximalizaéni pomocné tlohy z-
porna. Podle tvrzeni 5.1 je ptvodni tiloha nepripustna.

2. > wr =0 a vSechny umélé proménné jsou mimo bézi. Potom w* = 0 a nalezeny
bazicky bod v ptvodnich proménnych je vychozim BFS pro druhou fazi.
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3. > wr =0, ale nékterd uméla proménnd w; zustala v bazi s nulovou hodnotou. V
jejim radku vyhledame nebazickou neumeélou proménnou s nenulovym koeficientem
a provedeme nulovy pivot, jimz w; z baze odstranime. Pokud takovy koeficient
neexistuje, odpovidajici rovnice je linedrné zavisla na ostatnich. V takovém pripadé
odstranime tento tadek i sloupec w;. Postup opakujeme, dokud v béazi neztistane
zadna umeéla proménna.

3.2 Druha faze

Je-li optimum prvni faze rovno nule, po uvedené tipravé baze odstranime vsechny sloupce
umélych proménnych, vratime ptivodni téelovou funkei ¢'x a jeji fadek prepocitdme pro
aktualni bazi. Pak pokracujeme obvyklou simplexovou metodou. Prvni faze zarucuje pouze
pripustnost: ve druhé fazi mize pivodni tloha mit konecné optimum, ale také se miize
ukazat jako neomezena.

3.3 Piiklady

Na nasledujicich tfech prikladech ilustrujeme vSechny tti scénére, které mohou na konci
prvni faze nastat.

Priklad 5.6: Dvoufazova metoda

Ukazme si postup metody umélé baze na jednoduchém prikladu, kdy chceme
T1 — T2 + 23 =1,
maximalizovat 2z = x; + 4x9 + 223 za podminek =z, + x5 + 223 =4,

T1, %9, w3 > 0.

1. faze. Pridame umélé proménné wq, wy a fesime
max(—w; —ws) P o —xe+x3+wy =1, o1+ 22+ 223 +we =4, x,w > 0.

Oznacme Z = —w; — ws.

Pocatecni tabulka.
wy =1—x + 79 — 23,
Wo :4—271 —I2—2I3,

zZ=—5+2x1 + 3x3.

Krok 1. Vstupuje x3, vystupuje wj.
z3=1—11 + 22 — W4,
Wo =2+x1—3x2+2w1,

z=—2—1x + 319 — 3w;.

Krok 2. Vstupuje x,, vystupuje w,.
= %1’1 + %wl — %wg,
2 1
3 3
z = —wWi1 — W3y.

2
ZE2:§
5
3

_ 1
T3 = T1 — 3W1 — 3Wa,
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Optimum 1. faze je Z* = 0 pii w; = wy = 0. Ziskdme BFS

2. faze. Odstranime sloupce w a resime puvodni tlohu

- 96’2:%
z=x1+4x9 4+ 223 =6+, Dpri =
1'325

Vstupuje z1, vystupuje x3. Po pivotu a dosazeni z3 = 0:

Priklad 5.7: Dvoufazova metoda a odhaleni nepripustnosti

Abychom si pripomnéli obecny postup, uvazujme tlohu nejprve v nerovnicovém
tvaru, v niz je cilem

T, — 2.1’2 S 6,
2xy + 529 < 7,
1 + x9 > 16,

xy, T2 2> 0.

maximalizovat 2z = 3z; + 59 za podminek

Prevod na rovnosti a 1. faze.

T —2$2+IE3 :6,
1
211 + 5% + x4 =T, -
max Z = max(—w).
T1+To— Ty +wW = 16,
L1,T2,X3,Ty4,Ts, W > 0.
Pocatecni bazické proménné jsou s, x4, w:

T3 =6 — 21 + 229, ZL“4:7—2:L‘1—%ZL‘2, w=16 — r; — x5 + x5.

Nejmensi mozné w dostaneme volbou x5 = 0. Z druhé rovnice plati

201+ 302 <7 = Hor+o2) <201+ <7 = w14

Proto
w216—($1+x2)22, = z < =2.

Meze dosahneme naptiklad volbou z; = 0, x5 = 14, x5 = 0, pro niz jsou zbyvajici
bazické proménné nezaporné a w = 2. Proto je z* = —2 < 0.
Optimalni hodnota 1. faze je zaporna, tedy w* > 0. Puvodni tloha je nepFipustna.
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Priklad 5.8: Dvoufazova metoda — nadbytecné omezeni

Budeme se zabyvat tlohou

3ZL'1 + Xy — T3 = 15,
8ZL'1 + 4%2 — T3 = 50,
2$1 + 21’2 +x3 = 20,

x1, T, 23 = 0.

maximalizovat 2z = x; + 225 + 23 za podminek

1. faze. Priddme wy, ws, w3 a feSime max —(w; + wq + w3):

3x1+m2—m3+w1:15,
8x1+4x2—x3—|—w2:50,
2z1 + 229 + 3 + wg = 20.

Mame:
Z=—w; —wy — w3 = —85+ 13x1 + Txy — 3.

Vstupuje x; a vystupuje w;. Po eliminaci ma radek Z kladny koeficient u z5. Ve
druhém pomérovém testu nastava shoda mezi radky wy a ws. Zvolme wy jako vy-
stupujici proménnou. Po pivotu plati z* = 0, zatimco ws zlstava v bazi s nulovou
hodnotou a jeho radek neobsahuje zadnou piivodni proménnou s nenulovym koefi-
cientem. Jde o nadbyteéné omezeni. Radek i sloupec w; odstranime a piejdeme
do druhé faze se dvéma rovnicemi.

Kontrola nadbytec¢nosti primo. Treti rovnice je linedrni kombinaci prvnich
dvou:

(81’1 + 4372 - ZL‘3) - 2(31‘1 + Ty — 1'3) = 2!131 + 2[1)2 + I3,

() = 2-(1): 50 —2-15 = 20.

Omezeni je tedy skuteéné nadbytecné.

2. faze. Po odstranéni nadbyteéného radku fesime z vychozi baze simplexovou
metodou a dostaneme
X< = (

15 T 35
* _
,7,0) 9 z = <.

N | Ot

t

(@)
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V predchozich kapitolach se simplexova me-
toda pohybovala od jednoho béazického pri-
pustného reseni ke druhému a hodnota tce-
lové funkce pritom rostla. Nyni narazime
na zvlastni situaci: baze se zméni, ale bod
ani jeho hodnota se nepohnou. Vysvétlime
degeneraci, ukazeme, jak se simplexovy vy-
pocet muize kolem jediného vrcholu doslova
,otacet®, a predstavime pravidla, kterd za-
mezi cykleni. Nakonec porovname vyborné
praktické chovani simplexové metody s je-
jimi prekvapiveé Spatnymi teoretickymi pri-
pady.

Gve changed my basis. Still feel degenerate thouger

o7
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1 Degenerace v simplexové metodé

Degenerace se nejlépe poznéa ve slovniku, ale nejprve ji pojmenujme presné. Uvazujme
rovnicovy tvar
Ax = b, x>0, rank A = m,

a pripustnou bazi B. Bazické pripustné Teseni je degenerované, jestlize alespon jedna
jeho bazicka slozka je nulova. Ekvivalentné ma takovy bod méné nez m kladnych slozek.
Degenerace je tedy vlastnosti bazického bodu. Nulovy krok v pomérovém testu neni jeji
definici, ale jednim z projevi, ktery pri vypoctu skutecné uvidime.
Ve slovniku
XBZP+QXN, Z:ZQ+TTXN

zvolme vstupujici proménnou x; s r; > 0. Pfi jejim zvySeni o 6 > 0 se bazické proménné
méni podle

IBl(Q) = D; + qin.
Ptipustnost proto vyzaduje

0<6< min bi )
i:qi]'<0 _Q’L]

Je-li minimum rovno nule, probéhne nulovy krok: baze se zméni, ale reprezentovany bod
i hodnota ucelové funkce ztistanou stejné.

Geometricky jsme tedy neopustili vrchol, pouze jsme zménili zpiisob, jakym jej popi-
sujeme pomoci baze. Pokud se takové nulové kroky opakuji, simplexovy vypocet se miize
kolem jediného vrcholu ,jotacet”. Teprve kdyz se néktera baze zopakuje a spolu s ni se
vrati cely slovnik, mluvime o cyklend.

Poznamka 6.1: Nulovy krok a cykleni

Jeden nebo nékolik nulovych krokti neni chybou vypoctu. Pocet bazi je ovSsem ko-
necny, nejvyse (:l) Kdyby tedy simplexovy vypocet pokracoval nekonecné, musel
by nékterou bazi diive ¢i pozdéji navstivit znovu. Cykleni mtze nastat pouze za
degenerace. Vhodné anticyklické pravidlo je vsak zcela vyloudi.

1.1 Priklad degenerovaného pocatecniho bodu

Priklad 6.2: Degenerovany pocatecni bod a nulovy krok
Uvazujme malou tlohu, na niz lze cely jev sledovat bez dlouhych vypocti:

maximalizovat 1z,
za podminek — x4+ 2, <0,
T S 27

xy, 19 > 0.

Pripustna oblast je znazornéna na obrazku. V pocatku jsou aktivni nerovnosti —z;+
29 <0, 21 >0axy > 0: vrovineé se zde setkava vice aktivnich omezeni, nez je pro
urceni vrcholu potieba. Degenerovany je proto poc¢ateéni bod (0, 0), nikoli optimalni
bod (2,2).
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—:L‘1—|—£L‘2§O

z1 >0
.7)2§2

Obrazek 6.1: Pripustna oblast. V bodé (0,0) jsou soucasné aktivni t¥i nerovnosti.
Po pridani doplinkovych proménnych dostaneme
—x1 + 29+ 23 =0, 1+ T4 = 2, T1,To,x3, T4 > 0.
Pro bazi B = {3,4} ma pocatecni slovnik tvar
T3 = X1 — To, Ty =2 — 21, Z = To.

Odpovidé bodu (0, 0,0, 2). Bazickd proménné x5 je nulova, takze jde o degenerované
BFS. Proménna z5; m4 kladny redukovany naklad, a chtéli bychom ji proto zvétsit.
Prvni tddek nés ale okamzité zastavi: pri 1 = 0 vyzaduje z3 = 1 — x5 > 0, tedy
2o < 0. Pomérovy test dovoli jen krok ¢ = 0. Presto pivot provedeme: x5 vstoupi a
x3 vystoupi,

To =T — T3, Ty =2 — 21, Z=x1 — X3.

Béaze se zménila, avSak geometricky stdle stojime v pocatku a hodnota z = 0 se
nezménila. Novy slovnik uz ale dovoli skuteény pohyb: do baze miize vstoupit x1,
pomérovy test dava krok 2 a z baze vystoupi z4. Dostaneme

T1 = 2 — X4, To = 2 — X3 — Ty, z2=2—1T3— T4.

Optimalni BFS je tedy (21, x9, x3,24) = (2,2,0,0). V bézi {x1, 22} jsou obé bazické
proménné kladné, takze toto optimum neni degenerované.

2 Pivotovaci pravidla a cykleni

Vidéli jsme, ze degenerace muze vést k nulovym krokim a v krajnim pripadé i k cykleni.
Pro samotny algoritmus je proto véta ,vybereme zlepsujici proménnou® prilis neurcita.
Je-li vice nebazickych proménnych s kladnym redukovanym nakladem, musi algoritmus
urcit, kterd z nich vstoupi do baze. Pri shodé v pomérovém testu musi rovnéz urcit vystu-
pujici proménnou. Souhrn téchto voleb nazyvame pivotovacim pravidlem. Volba pravidla
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nemeéni, co povazujeme za optimum, muze vsak dramaticky zménit cestu, kterou k nému
simplexova metoda projde.

2.1 Pravidla pro volbu vstupujici proménné

Uvazujme znaceni zavedené pro obecny simplexovy slovnik. Mdme-li nékolik kandidati z;
s r; > 0, nabizi se nékolik pfirozenych strategii. Kazd4d odpovida na trochu jinou otdzku:
kterd proménna vypada nejlépe na jednotku své zmény, ktera prinese nejvétsi zlepseni v
celém kroku, nebo kterda vede po geometricky nejstrméjsi hrané?

Dantzigovo pravidlo. Vstupuje index

J € argmaxry.
kEN:ri,>0

Jde o nejprimocarejsi volbu: vezmeme proménnou, kterd v radku tucelové funkce slibuje
nejvetsi okamzity rast na jednotku svého zvyseni. Toto pravidlo vsak jesté nevi, jak daleko
smime po piislusné hrané dojit, a samo nezabranuje cykleni (Dantzig, 1963).

Pravidlo nejvétsiho zlepseni. Pro kazdého kandidata j nejprve spocteme pripustny
krok

. Di
¢; = min .
Z:qij<0 _QZ]

Je-li mnozina omezujicich fadk prazdna, smér doklada neomezenost tlohy. Jinak vybe-
reme kandiddta s nejvétsim soucinem r;0;. Tentokrat se tedy neptame jen, jak prudce
hodnota roste, ale i jak dlouhy krok je pripustny. Cenou za tuto informaci je vétsi mnoz-
stvi pomérovych testu.

Pravidlo nejstrméjsi hrany. Pii jednotkovém zvyseni nebézické proménné z; ma
prislusny smér v prostoru vSech proménnych slozky

-1
dN = €y, dB = _AB a;.

ld[l2 = /1 + | A5 a; 3.

Zakladni varianta pravidla proto vybira

Jeho eukleidovskd délka je

Tk

J € argmax .
keNwi>0 1 4 || Ag ay |2

7, geometrického pohledu tedy vybirdame hranu s nejvétsim ,stoupanim* vzhledem k jeji
délce. Jmenovatel obsahuje i jednotkovou slozku vstupujici proménné. Pravé odtud po-
chézi jedni¢ka pod odmocninou. Samotna norma || Az a;|| by nebyla délkou tplného hra-
nového sméru. Praktické implementace pouzivaji i¢inné aktualizace téchto vah (Goldfarb
and Reid, 1977).

Nejjednodussi je samoziejmé vybrat kandidata ndhodné. Takova volba muze byt uzi-
tecnou heuristikou, ale bez dalsiho opatreni nezarucuje kone¢nost konkrétniho béhu.
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Poznamka 6.3: Pro¢ se nékdy mluvi o nejvétsim poklesu

V literature se pravidlo nejvétsiho zlepseni casto popisuje pro minimaliza¢ni tlohu
a nazyva se mazximum decrement rule: hledd proménnou zptisobujici nejvétsi pokles
hodnoty tcelové funkce. My pracujeme s maximalizacnim slovnikem, a proto je touz
myslenkou nejvétsi zvyseni.

2.2 Anticyklicka pravidla

Degenerace sama o sobé simplexovou metodu nekazi. Potiz vznika teprve tehdy, kdyz ne-
jednoznacéné volby dovoli navrat k jiz navstivené béazi. Nasledujici pravidla davaji shodam
pevny rad a tim takovy navrat vyloudi.

Blandovo pravidlo. Pro maximalizac¢ni slovnik v nasi znaménkové konvenci postupu-
jeme takto:

1. Ze vSech nebézickych indext s r; > 0 zvolime nejmensi index j.

2. Pro tento sloupec provedeme pomérovy test. Mezi vsemi fadky, které dosahuji mi-

nima
Di

—{qij

) qZ] < Oa
zvolime tadek, jehoz bazickd proménnd ma nejmensi index.

Bland dokéazal, Ze toto pravidlo necykli (Bland, 1977). Dtkaz nestoji na tvrzeni, Ze by
navstivené baze tvorily obycejné lexikograficky rostouci posloupnost. Uvazuje proménnou
s nejvétsim indexem mezi témi, které by v predpokladaném cyklu ménily sviij bazicky ¢i
nebazicky stav, a odvodi spor s volbou nejmensich indexii podle pravidla.

Pravidlo je az odzbrojujici prosté: pri kazdé nejednoznacnosti da prednost nejmensimu
indexu. Prave tato duslednost je podstatna. Nestaci ji pouzit jen pro vstupujici proménnou
a pri shodé v pomérovém testu rozhodnout libovolné.

Lexikografické pivotovani. Misto samotnych indexti mtizeme pii shodé porovnat celé
vhodné normalizované radky. Prvni rozdilna slozka pak rozhodne stejné, jako rozhoduje
prvni rozdilné pismeno pri tazeni slov ve slovniku. Pfesnéji postupujeme nasledovneé.
Pevné usporadejme slozky a ozna¢me By zvolenou vychozi pripustnou béazi. Pro jiz zvoleny
vstupujici sloupec j porovname mezi fadky s g;; < 0 vektory

1
—4qij

E,;:

(pzw (A5'Apy)it, - -, (AélABo)im)

v uvedeném lexikografickém poradi a vybereme fadek s nejmensim £;. Prvni slozka nejprve
provede obvykly pomérovy test. Dalsi slozky jednoznacné rozhodnou pripadnou shodu.
Pro zvoleny vstupujici sloupec je tak vystupujici fadek jednoznacény. M&-li byt jedno-
znacny cely pivotovaci krok, musi byt predem urceno také pravidlo pro volbu vstupujici
proménné. Lexikografickd pripustnost pritom zarucuje, ze se zadna baze nezopakuje.
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Symbolickd perturbace pravé strany. Lexikografické pravidlo lze chapat i jinak:
rovné hodnoty od sebe symbolicky nepatrné odsuneme. Pracujeme s hierarchicky malou
perturbaci

b(e) =b+ A, (c,€%,...,e™7T, 0<exl,

takze pocatecni bazicky vektor je Aggb + (g,...,e™)T a jeho piivodné nulové slozky jsou
symbolicky kladné. Vyrazy se nevyhodnocuji v plovouci radové cCarce, ale porovnavaji
se podle prvni nenulové mocniny €. Takova genericka hierarchickd perturbace odstrani
rovnosti odpovédné za degeneraci navstivenych bazi. Po vypoc¢tu nechdme ¢ — 0*. Pro
ptvodni tlohu s koneénym optimem tak ziskame optimalni limitni bod. Libovolné malé
navzajem ruzné desetinné pridavky tuto vlastnost obecné nezarucuji a mohou zménit
numericky problém.

Poznamka 6.4: Perturbace je myslenkova pomicka

Cisla €,¢%,... nemame bez rozmyslu dosazovat jako velmi mald desetinnd ¢isla.
Zachdzime s nimi symbolicky a po skonc¢eni nechdme ¢ — 0%. Pivodni dlohu tedy
nechceme potaji zménit. Chceme pouze jednoznaéné rozhodnout situace, v nichz by
nekolik kroki bylo z pohledu neperturbované tlohy nerozlisitelnych.

3 Efektivita simplexové metody

V praxi je simplexova metoda pozoruhodné tispésna i u uloh s velkym poc¢tem proménnych
a omezeni. Pravé proto se stala jednim z pracovnich néstroji optimalizace, nikoli jen
hezkym algoritmem do ucebnice. Teorie nam vsak vzapéti pripomene, ze dobré praktické
chovani neni totéz jako zaruka pro kazdy mozny vstup. Pocet pivoti zavisi na geometrii
ulohy, pocatecni bazi i pivotovacim pravidle. Bez presného vymezeni ttidy dat proto nelze
slibit pevny nésobek poc¢tu omezeni.

3.1 Kleeho—Mintyho priklad

7 teoretického hlediska prisla v roce 1972 studend sprcha. Victor Klee a George Minty
sestrojili rodinu linearnich programii, na niz Dantzigovo pravidlo od pocatecni baze do-
plikovych proménnych navstivi vSech 2" vrcholi deformované n-rozmérné krychle (Klee
and Minty, 1972). Jedna bézna podoba této rodiny je

n
maximalizovat Z YA xj,
j=1
i—1
za podminek Z Qi’jﬂxj +a; <5, i=1,...,n,
j=1
L1y, Ty > 0.
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Pro n = 3 tedy dostavame konkrétni tlohu

maximalizovat 4x; + 2x9 + 23,
1 < 57
41 4+ 9 < 25,
8x1 + 4day + x3 < 125,

x1,To, 23 > 0.

Krychle je ,zesikmena“ pravé tak, aby lokalné nejldkavéjsi volba vedla algoritmus po
velmi dlouhé trase. Od pocatku a pri Dantzigové pravidle pottebuje simplexova metoda
2™ — 1 pivoti. Jde o exponencidlni dolni mez pro tuto konkrétni kombinaci rodiny tloh,
pocatecni baze a pivotovaciho pravidla, nikoli o tvrzeni, ze kazdé pravidlo prochazi touto
ulohou stejné.

Schematicka predstava deformované krychle. Presny pribéh simplexové trajektorie zavisi
na koeficientech a pivotovacim pravidle.

Obrazek zachycuje pouze myslenku deformované krychle. Skuteéna soustava koefici-
entl, ktera donuti Dantzigovo pravidlo projit vSechny vrcholy ve spravném poradi, je
podstatné bizarnéjsi. Autor si zde proto dovoluje usetfit ¢tenare i vlastni grafické schop-
nosti a ponechava na obrazku jen geometrickou predstavu.

3.2 Teoretické hranice

Kleeho—Mintyho priklad nerika, ze je linearni programovani samo o sobé exponencialné
tézké. Linedrni programovani lze fesit v ¢ase polynomialnim vzhledem k bitové délce raci-
onéalné zadanych dat, napriklad elipsoidovou metodou nebo vhodnou metodou vnitiniho
bodu (Khachiyan, 1979, Karmarkar, 1984). To vsak samo o sobé neomezuje pocet simple-
xovych pivotil polynomem v poc¢tu proménnych a omezeni.

Zde je snadné smisit dvé rizné oteviené otazky. Pro simplexovou metodu neni znamo
efektivné realizovatelné pivotovaci pravidlo, které by na kazdé tloze provedlo jen poly-
nomialné mnoho pivoti. Nové dolni meze vylucuji dalsi Siroké tiidy prirozenych pravi-
del, nikoli vsak vSechna mozna pravidla (Disser et al., 2026). Zvlast zistava oteviena
existence libovolného silné polynomialniho algoritmu pro obecné linearni programovani
(Allamigeon et al., 2021). Efektivni pravidlo s polynomidlnim poc¢tem pivoti by poskytlo
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silné polynomialni simplexovy algoritmus. Pripadny jiny silné polynomialni algoritmus by
vsak nemusel urcéovat zadnou simplexovou trajektorii.

Podobné nesmime zaménit kratkou cestu, ktera v grafu existuje, za cestu, kterou sku-
tecné vybere algoritmus. Pramér grafu mnohosténu a pocet pivot urcité simplexové tra-
jektorie nejsou totozné veliciny. Priameér je nejkratsi vzdélenost mezi dvojicemi vrcholi, za-
timco pivotovaci pravidlo miize zvolit mnohem delsi cestu. Ptvodni Hirschova domnénka
o linedrni mezi pro pramér obecnych mnohostént je navic vyvracena (Santos, 2012). Sama
by proto ani v kladném pripadé neposkytovala polynomidlni zaruku pro libovolné pivoto-
vaci pravidlo.
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dualizace, slabou a silnou vétu o dualité a
podminky komplementarity.
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Dualita linearniho programovani I

1 Motivace a konstrukce dualni tlohy

Linearni programy maji jednu dilezitou a mozna trochu prekvapivou vlastnost: kazdou
ulohu mtzeme c¢ist dvéma zplsoby. Prvni ¢teni uz zndme. Hleddme napiiklad nejlepsi
vyrobni plan tak, aby byl zisk co nejvétsi a soucasné jsme neptekrocili dostupné zdroje.
Druhé ¢teni obraci pozornost od vyrobkl ke zdrojim: jaké ceny bychom jim museli pfi-
radit, aby zadny pripustny plan nemohl mit vétsi hodnotu, nez je cena vsech pouzitych
zdroju?

Prvni formulaci budeme nazyvat primdrni tlohou, druhou dudini Wlohou. Nejde o dvé
nesouvisejici ulohy, které se ndhodou podobaji. Jsou to dva matematické popisy téze
situace: jeden hledd nejlepsi rozhodnuti a druhy nejlepsi dikaz, ze uz zadné rozhodnuti
nemuze byt lepsi.

Algebraicka cesta k tomuto druhému pohledu je prekvapiveé jednoduché. Uvazujme ma-
ximaliza¢ni lohu. Nezapornou linearni kombinaci jejich omezeni mizeme nékdy vytvorit
nerovnost, jejiz leva strana dominuje tcelové funkci. Prava strana této kombinace je pak
horni mezi hodnoty kazdého pripustného feseni. Dualni tiloha hleda nejlepsi takovou mez.

Priklad 7.1: Horni meze z kombinaci omezeni

Uvazujme tlohu
maximalizovat 2z, + 3z,
za podminek 4z, 4 8xy < 12,
201 + 29 < 3,
3x1 + 229 < 4,

Ty, 72 > 0.

Aniz bychom hledali optimum, okamzité muzeme napsat napriklad
25(]1 + 31’2 S 41’1 + 81’2 S 12.

Hodnota 12 je tedy bezpecény, ale zjevné neprili§ chytry horni odhad. Omezeni ne-
musime pouzivat pouze po jednom. Soucet jedné tretiny prvniho a jedné tfetiny
druhého omezeni dava

221 + 319 < %(4931 + 8xs) + %(2:51 + 125) < % 12 + % % = B

Hodnota 5 je tedy lepsi horni mezi optima. Nabizi se pokracovat: ktera nezaporna
kombinace omezeni vytvori viibec nejnizsi platnou horni mez?
Oznacme nezaporné vahy tii omezeni y1, ys, y3. Jejich kombinace méa levou stranu

(4y1 + 2y + 3y3)x1 + (8y1 + yo + 2y3)xs.
Aby dominovala tcelové funkci pro kazdé x > 0, musi platit
dyr + 2y2 + 3ys = 2, 8y1 + Y2 + 2y3 > 3.

Koeficienty y; zde hraji dvoji roli. Algebraicky jsou vahami, jimiz skladame ptvodni
nerovnosti. V pribéhu o vyrobé je ale miizeme ¢ist jako ceny jednotek tii zdroju.
Dualni omezeni pak tikaji, Zze cena zdroji spotiebovanych jednim kusem vyrobku
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nesmi byt nizsi nez jeho zisk. Nejlepsi horni mez proto hleda dualni 1loha

minimalizovat 12y; + 3y, + 4ys,
za podminek 4y, + 2y, + 3y3 > 2,
8y1 +y2 + 2y3 > 3,
Y1, Y2, Y3 = 0.

Primérni FeSeni x* = (3, 2)7 i dudlni feSeni y* = (32,0, ;)7 jsou pipustnd a obé maji
hodnotu 19/4. Prvni ndm 1ik4 ,takto dobfe umim vyrabét“, druhé lépe vyrabét
nelze®. Slaba dualita nize ukéze, Ze tato shoda soucasné dokazuje optimalitu obou

reseni.

1.1 Standardni primarné-dualni dvojice
Pro matici A € R™*" vektory b € R™ a ¢ € R" tvori standardni dvojici

max ¢'x pii Ax<b, x>0 (P)

min b'y pii ATy >e¢, y>0. (D)

Ulohu (P) nazyvéame primdrni a (D) dudini. Jejich pifpustné mnoziny jsou zpravidla
odlisné. Slovem ,, dualni* nefikame, ze jde o tutéz optimalizac¢ni ilohu. Jejich tésny vztah
se tyka zejména mezi a optimalnich hodnot.

Ve vyrobni interpretaci ma primarni proménnd x; vyznam mnozstvi j-tého vyrobku,
zatimco dudlni proménné y; ocenuje i-ty zdroj. Kazdy sloupec matice A tak lze Cist jako
recept na jeden vyrobek a kazdy radek jako rozpocet jednoho zdroje. Transpozice v dualu
pouze prohodi tyto dvé perspektivy. Matice se nezméni, jen ji jednou ¢teme po fadcich a
podruhé po sloupcich.

Kazdé dudiné pripustné y, tedy vektor splitujici soucéasné y > 0 a ATy > ¢, poskytuje
pro vsechna primarné pripustna x horni mez

c'x<b'y.

Samotna podminka y > 0 k tomuto zavéru nestaci.

1.2 Obecna pravidla dualizace

Standardni dvojice se pamatuje snadno, skutecna zadani ale obsahuji i rovnosti, obracené
nerovnosti a volné proménné. Nasledujici recept neni nova teorie, pouze peclivé hlidani
znamének. Vyjdéme z maximalizacni primarni dlohy, jejiz jednotlivd omezeni mohou mit
smysl <, > nebo =, a jejiz proménné mohou byt nezaporné, nekladné nebo volné. Kazdému
primarnimu omezeni odpovida jedna dualni proménné a kazdé primarni proménné jedno
duélni omezeni. Plati:
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Prvek maximalizaéni primarni tilohy Odpovidajici prvek dualni dlohy

omezeni ¢ ve smyslu < y; >0
omezeni ¢ ve smyslu > v <0
omezeni ¢ ve smyslu = v €ER
proménnd x; > 0 (ATy); > ¢;
proménnd x; < 0 (ATy); <¢j
volnd proménnd z; € R (ATy); = ¢

Dudlni téelovd funkce je minb'y. V&imnéme si jednoduché symetrie: primarni ome-
zeni vytvareji dudlni proménné a primarni proménné vytvareji dualni omezeni. Je-li vy-
chozi primarni tloha minimaliza¢ni, mizeme ji nejprve prevést na maximaliza¢ni zménou
znaménka tucelové funkce, nebo pouzit symetricka pravidla. Dualizujeme-li jesté jednou,
dostaneme po obvyklém ztotoznéni zapist zpét pivodni tlohu.

Priklad 7.2: Dualizace smiSenych sméra a znamének
Pro tlohu
maximalizovat 3z, + xy — 223,
T+ 229 — x3 < 4,
201 — 9+ 13 > 1,
T+ T9 + x3 = 2,
120, 29<0, 23R

zavedeme y; > 0, y2 < 0 a volnou proménnou y3. Dudlni tloha je

minimalizovat 4y, + yo + 2ys,
Y1+ 2y2 +y3 > 3,
2y1 —y2 +y3s < 1,
Y1+ Y2+ ys=—2,
y1 20, <0, yzeR

Smeér kazdého dudlniho omezeni urcuje znaménko odpovidajici primarni proménné,
nikoli smér nékterého jednotlivého primarniho omezeni.

1.3 Jiny pohled: Lagrangeovské odvozeni

Predchozi konstrukce sklddala nerovnosti a je pro prvni setkani s dualitou nejpriroze-
nejsi. Tataz myslenka se da zapsat jazykem Lagrangeovych multiplikatort. Tento pohled
neni pro praktickou dualizaci nutny, ale ukazuje, pro¢ se dualita linearnitho programovani
pozdéji bez nasili zobecni do konvexni optimalizace.

Pro standardni tlohu (P) a multiplikdtor y > 0 definujme Lagrangidn

Lx,y)=c'x+y (b—Ax)=b'y+x"(c— A'y).
Je-li x primarné pifpustné, pak b — Ax > 0, a tedy L(x,y) > ¢'x. Proto je

g(y) = sup L(x,y)
x>0
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hornf mez{ primarn{ optimélni hodnoty. Pokud ma ¢ — ATy kladnou slozku, je g(y) = +oo.
Je-li naopak ATy > ¢, supremum je dosazeno vx = 0 a

g(y) =D'y.

Minimalizaci této kone¢né horni meze dostdvame pravé tlohu (D). Multiplikdtor y; zde
neni mirou ,aktivity”“ omezeni. Jeho vztah k aktivité presné popisi az podminky komple-
mentarity.

2 Slaba a silna dualita

Dualni tiloha ma primarni optimum ,,hlidat shora®“. Slaba dualita potvrzuje, ze tuto strazni
roli plni kazdé dudlné ptipustné feseni. Silna dualita pak tik&d néco mnohem prekvapivej-
stho: je-li kone¢ného optima dosazeno, nejlepsi horni mez se s nim presné setka.

Véta 7.3: Slaba véta o dualité
Je-li x pripustné pro (P) a y pripustné pro (D), potom
c'x < bTy.

Je-li tedy (P) neomezend shora, (D) je nepfipustnd. Je-li (D) neomezena zdola, (P)
je nepripustna.

Driikaz véty.

Stejnou myslenku dokazeme dvéma zptsoby. Prvni je kratky fetézec nerovnosti, druhy
ukaze, z ¢eho se sklada rozdil mezi dudlni a primarni hodnotou.

Prund pohled: Tetézec nerovnosti. Z x > 0 a ATy > ¢ dostdvdme prvni nerovnost a z
y > 0 a Ax < b druhou:

c'x<(ATy)'x=y"Ax<y'b=b'y.
Druhy pohled: mezera duality. Rozdil obou hodnot lze rozepsat jako

b’y —c'x=y"(b— Ax) +x"(ATy —¢)
> 0.

Kazdy z obou skalarnich souc¢inti je nezaporny, nebot v ném nésobime dva nezaporné
vektory. Rozdil nazyvame mezerou duality. Tento druhy dikaz nejen znovu potvrzuje
jeji nezapornost, ale pozdéji nam také umozni presné urcit, kdy je mezera nulova.
Kdyby byla primarni tloha neomezena shora a existovalo dualné pripustné y, ko-
necné ¢islo b'y by podle pravé dokdzané nerovnosti omezovalo vSechny primarni hod-
noty shora, coz je spor. Druhy dtsledek je symetricky. [ |
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Véta 7.4: Silna véta o dualité

Pro standardni dvojici (P), (D) plati: je-li jedna z tdloh pripustna a jeji tcelova
funkce je v prislusSném sméru omezend, maji obé tlohy optimalni feseni a jejich
optiméalni hodnoty jsou stejné. Ekvivalentné nastane pravé jedna z moznosti:

1. obé tlohy jsou nepripustné,
2. (P) je neomezena shora a (D) je neptipustna,
3. (P) je neptipustnd a (D) je neomezena zdola,
4. obé tlohy maji optimalni feseni x*, y* a
c'x* =b'y*.
Slaba dualita nechavala mezi nejlepsim planem a nejlepsim hornim odhadem moznou
mezeru. Silna dualita ji uzavira: v pripadé kone¢ného optima existuje ocenéni zdroju, které
hodnotu optimalniho planu vystihne presné. Dikaz uvedeme v nasledujici kapitole nejprve

ze simplexové tabulky a poté pomoci Farkasova lemmatu. Jde o jeden ze zakladnich
vysledk linedrniho programovani (Dantzig, 1963, Matousek and Géartner, 2007).

2.1 Podminky komplementarity

Rovnost optiméalnich hodnot ma jesté jemnéjsi disledek. V rozkladu mezery duality je
kazdy sc¢itanec nezaporny, a proto se jejich soucet mize rovnat nule jen tehdy, kdyz zmizi
kazdy z nich zvlast. Praveé to vyjadiuji podminky komplementarity.

Véta 7.5: Podminky komplementarity
Necht x je pfipustné pro (P) a y pripustné pro (D). Potom jsou x a y optimdlni

prave tehdy, kdyz
yi(b;—a/x) =0 (i=1,...,m)

a soucasneé

zi(ATy);—¢) =0 (i=1,....n).

Dikaz véty.
Pro pripustny par jsou vSechny ¢leny v rozkladu mezery duality

Z yi (b; — al'x) + Z 2 (ATy); — ¢))

nezaporné. Mezera je proto nulova pravé tehdy, kdyz je nulovy kazdy uvedeny soucin.
Nulova mezera podle slabé duality znamena, ze zadné primarné pripustné reseni nemiize
mit vyssi hodnotu nez x a zddné dudlné pripustné reseni nizsi hodnotu nez y. Obé feSeni
jsou optimalni. Naopak pro optimalni par je mezera podle silné duality nulova. [ |

Podminky maji dva dulezité, ale pouze jednosmérné dusledky:

bi—a x* >0 = y =0, yr >0 = a/x* = b,



Dualita linearniho programovani I 71

a obdobné
(ATy*)j >c; = 17 =0, ;>0 = (ATy*)j = ¢j.

Jinymi slovy: ma-li zdroj v optimu rezervu, jeho cena musi byt nulova. Mé-li kladnou
cenu, musi byt zcela vycerpan. Pozor vSak na obracené implikace. Aktivni primarni ome-
zeni muze mit nulovou dualni proménnou a tésné dualni omezeni mize odpovidat nulové
primarni proménné, zejména pri degeneraci nebo pii vice optimalnich fesenich.
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1 Dikaz silné duality z optimalni baze

Prvni dikaz se diva primo do posledni simplexové tabulky. Spoléhd proto na spravnost
a kone¢nost simplexové metody s anticyklickym pravidlem. Ctenéf, ktery tomuto algo-
ritmickému vychodisku zatim nedivéruje, nemusi zoufat: druhy dikaz v této kapitole
povede jinou cestou.

Pripomenme standardni primarné-dualni dvojici

max ¢'x pii Ax<b, x>0 (P)

min b'y pfi Ay >c¢, y>0. (D)

Predpokladejme, ze (P) je pfipustnd a jeji ucelova funkce je shora omezena. Po pridani
doplnkovych proménnych s > 0 dostaneme

Ax=b, A=(AI,), i:(’s‘) z:((‘;>.

Matice A ma plnou radkovou hodnost. Zakladni véta linedrniho programovani a konecny
simplexovy postup s anticyklickym pravidlem proto poskytuji zavérecnou bazi B splnujici
kritérium optimality: p > 0 a r < 0. Témto dvéma podminkam zde spole¢né fikame opti-
malita baze. Samotna optimalita prislusného BFS pri degeneraci nestaci. Pravé nekladné
redukované naklady se ukdzou byt skrytym dualnim certifikatem. Oznac¢me

p=Az'b>0, ¥ =A;"¢s

Lemma 8.1: Dualni reSeni z optimalni baze
Vektor y* je pripustny pro (D) a hodnota ptislusného optimalniho BF'S x* spliiuje
c'x* =b'y"

Dikaz lemmatu.
Kandidata na dudlni feSeni jsme ze zavérecné baze jiz vyrobili. Musime ovérit dvé véci:
ze je skutecné dualné pripustny a ze jeho hodnota souhlasi s hodnotou nalezeného
primarniho feseni.
Pro kazdy sloupec j rozsitené matice definujme redukovany naklad

TP =c;—a;y.
U bézickych sloupct je r; = 0, protoze
;ﬂ;y* = EB-

U nebazickych sloupcti jsou redukované nédklady v optimalni tabulce nekladné. Pro
vsechny sloupce tedy plati

ATy* > ¢
Prvnich n slozek této nerovnosti dava ATy* > ¢. Poslednich m slozek odpovidé sloup-
cim jednotkové matice a dava y* > 0. Tady je dilezity krok, ktery nelze vynechat:
dudlni nerovnosti samy nestaci, musi platit i znaménkova podminka. Vektor y* je tedy
skutecné dudlné pripustny.
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Hodnota bézického teseni je

¢"x* = ChAL'b = (A5Tes)"

— (y*>Tb — bTy*.

b

Nasli jsme tedy primarné ptipustné x* a dualné pripustné y* se stejnou hodnotou. Slabé
dualita mezi né uz nepusti zadné lepsi feseni, a proto jsou obé optimélni. Tim je dokézana
hlavni ¢ast silné duality. Je-li namisto priméarni ilohy ptipustna a omezena dudlni tloha,
pouzijeme stejny argument na dudl a skutecnost, ze dual dualu je ptivodni dloha. Pripady
neomezenosti a neptipustnosti pak dopliiuje slabd dualita. Diikaz soucCasné vysvétluje,
pro¢ simplexové multiplikdtory y* = AzT¢p tvoif dudlni feseni (Dantzig, 1963).

2 Farkasovo lemma a druhy dikaz silné duality

Farkasovo lemma je véta alternativy: pravé jedna ze dvou soustav ma reseni. Jedna sou-
stava popisuje hledany nezaporny rozklad, druha poskytuje certifikat, ze takovy rozklad
neexistuje (Farkas, 1902, Matousek and Gartner, 2007). Nez si lemma zapiSeme alge-
braicky, vytvorme si jeho geometricky obraz.

2.1 Bod, kuzel a oddélujici nadrovina

Definice 8.2: Konvexni kuzel

Necht ay, ..., a, € R™. Konvezni kuZel generovany témito vektory je mnozina vsech
jejich nezapornych linearnich kombinaci,

n
cone{ai,...,a,} = {ijaj Doxy > 0} .
j=1

Predstavme si, Ze ze sloupcu matice A = (a; --- a,) stavime pomoci nezédpornych
koeficientl vektor b. VSechny vektory, které takto dokdzeme postavit, vyplni kuzel

C = cone{ay,...,a,} = {Ax:x > 0}.

Soustava Ax = b, x > 0, ma feseni pravé tehdy, kdyz bod b lezi v tomto kuzeli. Jestlize
v ném nelezi, chceme tuto skutec¢nost potvrdit jedinou nadrovinou: cely kuzel ztistane na
jeji nezaporné strané, zatimco b bude striktné na strané zaporné. Normalovy vektor této
nadroviny bude pravé hledanym certifikatem.

2.2 Algebraicka formulace a dikaz

Lemma 8.3: Farkasovo lemma

Necht A € R™*™ a b € R™. Pravé jedna z nasledujicich soustav ma fesenti:

(F1) Ax=Db, x>0,
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(F2) existuje y € R™ takové, 7e ATy > 0ab'y < 0.

Diikaz lemmatu.
Nemohou nastat ob& moznosti souc¢asné. Kdyby Ax = b, x > 0, a zdroveii ATy > 0,

potom
by =x"ATy >0,

coz odporuje podmince ve (F2).
Zbyva dokéazat existenci certifikdtu, jestlize (F1) nemd feseni. Oznacme sloupce
matice A jako aj,...,a, a poloZzme

C = cone{ay,...,a,} = {Ax:x > 0}.

Konvexita C' plyne ptimo z definice. Uzavienost si kratce zdivodnéme. Kazdy bod C'
lze vyjadrit nezapornou kombinaci linearné nezavislé podmnoziny generatort. Jsou-li
totiz generatory s kladnymi koeficienty zavislé, existuje na jejich indexech nenulovy
vektor d s Ad = 0. Po pfipadné zméné znaménka mé nékterou slozku d; > 0. Pro
A = min L
J:d;>0 dj
je x —Ad > 0, popisuje tentyz bod kuzele a alespon jedna jeho kladna slozka zmizi. Po
kone¢né mnoha opakovanich zustanou jen nezavislé generatory.
Kuzel C' je tedy sjednocenim kone¢né mnoha kuzelu {A;x; : x; > 0}, kde sloupce
A; jsou linearné nezavislé. Prazdnd podmnozina dava pouze bod 0. Kazdy ostatni z
téchto kuzelt je uzavreny: jestlize ijgk) — v, pak

X = (ATAp) AT (Ax?)

konverguje k nezapornému vektoru x; a v = A;x;. Konecné sjednoceni téchto uzavie-
nych kuzeli je uzaviené, a tedy je uzavieny i C.

Protoze b ¢ C, existuje bod z € C nejblizsi bodu b. Pro kazdé w € C a t € [0, 1]
lezi z + t(w — z) v C. Minimum vzdélenosti v ¢ = 0 dava po derivaci zprava

(b—12)"(w—2z)<0.

Geometricky vyznam této nerovnosti je prosty: kdyby néktery smér z z dovnitt kuzele
sviral s vektorem k bodu b ostry tihel, mohli bychom se po ném k b jesté ptiblizit. To
by odporovalo volbé nejblizstho bodu. Protoze C' je kuzel, mizeme dosadit w = 0 a
w = 2z. Dostaneme

(b—12z)"z=0.

Polozme y = z — b. Pro viechna w € C pak plati y'w > 0, a tedy zejména

ATy > 0.
Navic
b’y =b"(z—b)=—|b—z]3 <0,
kde jsme pouzili (b —z)"z = 0 a b # z. Vektor y tedy splituje (F2). [

Geometricky tvrzeni fika: bud bod b lezi v kuzelu generovaném sloupci matice A, nebo
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jej od tohoto kuzelu oddéluje nadrovina s normédlou y. Nerovnosti y'a; > 0 umistuji cely
kuzel do jednoho uzavieného poloprostoru, zatimco y'b < 0 umistuje bod b do opa¢ného
otevieného poloprostoru.

Pro dualitu potfebujeme nasledujici disledek.

Lemma 8.4: Farkasovo lemma pro nerovnosti

Soustava
Hx < h, x>0

je nepripustna pravé tehdy, kdyz existuje A > 0 takové, ze

H™ >0, h™\ < 0.

Diikaz lemmatu.
Po pridani doplinkovych proménnych je systém ekvivalentni rovnostem

X
S

(H[)():h, x,8 > 0.

Pouziti Farkasova lemmatu na matici (H I) dava (H I)TA > 0, coZ je pravé dvojice
podminek H'TA >0a X > 0. [

2.3 Silna dualita z Farkasova lemmatu

Myslenka diikazu je nésledujici. Nad optimalni hodnotu v polozime latku o libovolné malé
e > 0. Zadné priméarné pifpustné Feseni pies ni nemtize preskocit, a Farkasovo lemma proto
vyda certifikat neresitelnosti. Po vhodné normalizaci se z tohoto certifikatu stane témér
optimalni dualni feSeni. Kdyz nechame ¢ klesat k nule, mezera se uzavte.

Latka nad primarnim optimem. Pfedpokladejme, Ze (P) mé optimélni Feseni x*, a
ozna¢me v = ¢'x*. Pro kazdé £ > 0 je systém

Ax <b, —chg—(7+5), x>0

nepripustny. Pouzijeme predchozi lemma s

i) (L)

Farkastv certifikat. Existuji tedy u > 0 a ¢t > 0 takové, ze
ATu —te >0, b'u—t(y+¢) <0.
Vynasobenim prvni nerovnosti vektorem x* > 0 a vyuzitim Ax* < b dostaneme
b'u>u"Ax* > tc'x* = try.

Proto musi byt ¢ > 0. Pro t = 0 by posledni dvé nerovnosti davaly souc¢asné b'u > 0 a
b"u < 0.
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Normalizace na dudlni feSeni. Polozme y. = u/t. Pak
ye 20,  Aly.2¢,  y<bly.<y+e

Dualni tloha je tedy pripustnd a jeji infimum je podle slabé duality a posledniho odhadu
rovno 7. Jeji tcelova funkce je na pripustném mnohosténu zdola omezend, takze zakladni
véta linedrniho programovani zarucuje dosazeni minima. Existuje proto dualni optimalni
feSeni y* a
b'y* = =c'x"
Druhy smér a zbyvajici alternativy. Tim jsme dokézali smér od optimélniho feseni
(P) k optimalnimu feseni (D) se stejnou hodnotou. Je-li naopak (D) pfipustna a jeji ucelova
funkce zdola omezena, mé optimalni feseni. Zapiseme ji jako standardni maximaliza¢ni
ulohu
max (—b)Ty pii (—AT)y< —c, y>0.

Pravé dokazany smér aplikovany na tuto tlohu dava optimum jejtho dudalu, ktery je po
zméné znaménka ucelové funkce totozny s (P). Jde o skutecénost, ze dudl duélu je ptivodni
tloha. Slabé dualita déle vyluc¢uje dudlné pripustné feSeni, je-li (P) neomezena shora,
a symetricky vyluéuje primarné piripustné feseni, je-li (D) neomezend zdola. Je-li jedna
uloha nepripustna a druha ptripustna, nemize byt druhd omezena v prislusném sméru,
jinak by pravé dokézany vysledek zarucil pripustnost prvni. Tim dostavame vSechny ¢tyti
alternativy silné duality bez pouziti simplexové tabulky.

3 Stinové ceny a citlivost na pravé strany

Dualni proménné jsou dilezitym a zaroven velmi intuitivnim vystupem linearniho progra-
movani. Zatimco primarni proménné popisuji konkrétni rozhodnuti — kolik vyrabét, kudy
vést material nebo které aktivity spustit — dudlni proménné ocenuji omezeni, tedy zdroje,
kapacity a limity pouzité v modelu.

U kapacitniho omezeni se optimalni dudlni proménnd y; casto nazyva stinovd cena.
Predstavme si naptiklad, ze b; udava pocet hodin na stroji. Stinova cena odpovida na
otazku: kolik mé v soucasném optimu hodnotu jedna dalsi hodina? Slovo ,,sou¢asném® je
podstatné. Odpovéd je lokalni a plati jen tak dlouho, dokud se nezméni optimélni baze.

Toto tvrzeni nyni zapiSeme presné. Po prechodu do rovnicového tvaru oznacme jeho
matici A, vektor koeficient tcelové funkce ¢ a optimdlni bazi B spliujici p > 0, r < 0.
Polozme

vy = Agz'cs.
Zméni-li se pouze prava strana z b na b + Ab, redukované naklady se neméni. Pokud
AZl'(b+ Ab) >0,
zustava stejna baze pripustnd, a tedy i optimalni. V této oblasti plati presné
v(b 4 Ab) = €A (b 4 Ab)
= v(b) + (y*)TAb.

Nejde pouze o neurcity odhad. Linearita je presnd, dokud ziistava tataz baze pripustna.
Jakmile narazime na hranici této oblasti, mtze se optimalni baze zménit a s ni i stinova
cena.
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Podminky komplementarity z predchozi kapitoly davaji
bi—a x* >0 = y =0, yr >0 = a/x" = b

To dava praktické pravidlo: mé-li zdroj rezervu, jeho stinova cena je nulova. Ma-li kladnou
stinovou cenu, omezeni je aktivni a zdroj je zcela vyuzit. Obracené implikace ale obecné
neplati. Aktivni omezeni mize mit nulovou stinovou cenu, napiiklad pri redundanci nebo
degeneraci. Rovnéz y7 = 0 samo o sobé neznamend, Ze ma omezeni rezervu nebo ze je
mozné je odstranit.

V prikladu z ptredchozi kapitoly bylo

_ (5 T
Y =(3%0.7) -
Dokud ztstava stejna baze pripustna, zména pravych stran spliuje
Av = %Abl + leAbg.

Druhé omezeni ma pro tuto bazi nulovou lokélni cenu. Tento kratky vztah je primocarym
modelem typu ,,co kdyby*: dokud baze zustava pripustna, nemusime celou tlohu po kazdé
malé zméné tesit znovu.

Poznamka 8.5: Jak ¢éist stinové ceny

Kladné stinova cena ukazuje na zdroj, jehoz malé rozsiteni mize zlepsit optimum.
Neni to jesté automaticky investicni pokyn. Hodnoty y’ 1ze mezi zdroji porovnavat
az po zohlednéni jejich fyzikalnich a ekonomickych jednotek, ceny ziskani dalsi
jednotky a intervalu, v némz zistava soucasna béaze pripustnd. Nejvetsi ciselna
stinova cena proto sama o sobé neurcuje nejlepsi investici.

Poznamka 8.6: Kdyz je optimalnich cen vice

Duélni optiméalni feseni nemusi byt jediné. Rizné optimalni vektory y* maji pro
soucasnou pravou stranu stejnou celkovou hodnotu, mohou vsak jednotlivé zdroje
ocenovat odlisné. Proto pri nejednoznacném dudlnim optimu nelze bez dalsi analyzy
mluvit o jediné ,té spravné“ stinové cené ani mechanicky predpovédét zménu pro
libovolny smér. Pro nas vyklad postaci vzorec spojeny s konkrétni optimalni bazi
a intervalem, v némz tato baze zistava pripustna. Obecnéjsi popis patii do ana-
Iyzy citlivosti a konvexni optimalizace (Boyd and Vandenberghe, 2004, Rockafellar,
1970).

7 tabulky ziskame dudlni vektor bezpecéné vztahem
(v)" =¢pAz".
Ve standardnim tvaru s doplikovymi sloupci I,,, je redukovany naklad i-té doplikové

proménné roven —y;. Umisténi v konkrétnim grafickém radku tabulky zavisi na pouzitém
forméatu. Nelze je obecné popsat jako ,,predposledni radek” bez stanoveni konvence.

4 Dualni simplexova metoda

Klasickd primarni simplexovda metoda za¢ind na ,spravném misté“, tedy v primérné pri-
pustné bazi. Tuto pripustnost po celou dobu chrani a postupné odstranuje kladné redu-
kované naklady. Dudlni simplexovda metoda obrati role: zacne sice v bodé, ktery miize
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porusovat nékteré primarni podminky, ale jeji redukované néklady jsou uz na spravné

strané. Pti kazdém pivotu zachovava dualni pripustnost a napravuje zaporné bazické pro-

ménné, dokud se obé podminky nepotkaji v optimu (Lemke, 1954, Dantzig, 1963).
Pracujeme dtisledné se slovnikem

xp = p + Qxy, z=z)+r'xp, Q= _ABIAN-

Pro maximaliza¢ni tlohu znamena
p > 0 primarni pripustnost, r <0 dualni pripustnost.

Plati-li obé podminky, béazické feSeni je optimalni: pro kazdé pripustné xy > 0 totiz
zZ=2 —i—rTxN < 2.

4.1 Odvozeni pivotového pravidla

V primarnim simplexu jsme nejprve volili zlepsujici sloupec a pomérovym testem hledali
radek, ktery nas zastavi. Zde postup obratime. Nejprve vybereme poruseny radek, tedy
zapornou béazickou proménnou, a teprve potom hledame sloupec, ktery ji miize napravit,
aniz by pokazil dudlni ptipustnost.

Necht p, < 0. Rédek vystupujici bazické proménné ma tvar

TB, = DPst quj%‘-
jEN

Aby bylo mozné zapornou pravou stranu zvysenim nékteré nebazické proménné napravit,
musi pro vstupujici index platit g;; > 0. Jestlize ¢;; < 0 pro vSechna j € N, pak pro
kazdé XN Z 0

st S Ds < O,

a puvodni tloha je nepripustna.
Pro kandidata v s g5, > 0 vyTesime klicovy radek pro x,:

s 1 sJ
qSU qS'U JGN\{'U} qS’U

Po dosazeni do ucelové funkce jsou nové redukované naklady

r r ,
rp, = rp=ri——qy (JEN\{v}).
qu qS’U

ProtoZze pivodné r < 0, zistavaji slozky s ¢;; < 0 automaticky nekladné. Pro vSechny
sloupce s ¢; > 0 potiebujeme

Ty T

RACH S

Qsv qu
Dualni pomérovy test tedy voli nejvétsi, nikoli nejmensi pomeér r;/qs;. Pravé zde byvaji
chyby ve znaménkéch nejcastéjsi: pravidlo vzdy ¢teme z konkrétniho slovniku xg = p +
@xy, nikoli z tabulky prevzaté z jiné znaménkové konvence.
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Jeden krok dualni simplexové metody

Predpokladejme r < 0.
1. Je-li p > 0, aktualni bazické reseni je optimalni.

2. Jinak zvolime tadek s s ps < 0, napriklad nejzapornéjsi pravou stranu.

w

. Je-li ¢;; < 0 pro vSechna j € N, tloha je nepiipustna.

4. Jinak zvolime ,
v € argmax —-
JEN:qs;>0 qsj

a pivotujeme: z, vstoupi do baze a xp, z ni vystoupi.

5. Opakujeme od prvniho kroku.

P1i shodach a degeneraci je treba stanovit anticyklické pravidlo, napriklad vhodnou
duélni variantu Blandova pravidla nebo lexikografické pivotovani. Samotnéd volba nejza-
pornéjsi pravé strany konecnost nezarucuje.

4.2 Uplny é&iselny priklad

Kratky ptiklad ovéri soucasné obé c¢asti pravidla: kandidatni sloupec musi mit v poruse-
ném radku kladny koeficient a mezi kandidaty vybirdme nejvétsi podil 7;/qs;.

Priklad 8.7: Jeden krok dualni simplexové metody
Uvazujme rovnicovou ulohu

maximalizovat 2z = —x3 — 31y,
1 — T3 — 2%4 = —1,
To + Xz — Ty = 3,
T, T, X3, Ty Z 0.
Pro bézi B = {1, 2} dostaneme slovnik

ZE1:—1+J/’3+2£L’4, ZE2:3—JJ3+ZE4, Z:—ZE3—3I4.

Vektor redukovanych nakladu (—1, —3) je nekladny, takze baze je dudlné piipustna.
Neni vSak primarné pripustna, protoze p; = —1.
V prvnim radku jsou oba kandidatni koeficienty kladné. Poméry jsou

T3 T4 3

— =1, S

q13 q14 2

Volime vétsi pomér, tedy vstupuje z3 a vystupuje z;. Z prvniho radku
I3 = 1+l’1 —2[E4.
Po dosazeni do ostatnich rfadki dostaneme

r3 =14 21 — 224, To = 2 — x1 + 324, z2=—1—x1 — x4.
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Nova baze {x3, 25} je primarné pripustnd, protoZe jeji pravé strany jsou (1,2), a
stale dudlné pripustnd, protoze nové redukované naklady jsou (—1, —1). Slovnik je
tedy optimalni:

(21, T2, x3,24) = (0,2,1,0), 2= —1.

Piiklad zaroven ukazuje vyznam znamének: kandidaty jsou sloupce s ¢qi; > 0.
Opacna podminka by zde chybné prohlésila pfipustnou tlohu za nepripustnou.

Dualné pripustna baze byva prirozené k dispozici pii reoptimalizaci. Predstavme si, ze
uz mame optimalné vyreseny vyrobni model a dodatecné pridame nové kapacitni ome-
zeni. Redukované naklady mohou ziistat nekladné, ale nova prava strana porusi primarni
pripustnost. Dudlni simplex pak nemusi zahazovat vsechnu predchozi praci: z puvodni
optimalni baze znovu ,opravi“ pripustnost. Pokud vychozi baze dudlné pripustnd neni,
je treba ji ziskat jinym korektnim postupem. Samotny dudlni simplex tuto inicializa¢ni
tlohu netesi.
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Dopravni problém

1 Slovni zadani a znadeni

vvvvvv

gramovani. Pfirozené se objevuje vSude tam, kde je potreba efektivné priradit zdroje k
odbératelim a minimalizovat souvisejici naklady — od logistiky a distribuce zbozi, pres
planovani vyroby, az po alokaci energie a podobné. Nejdrive danou tlohu formulujeme.

Uvazujme m dodavatelu (zdroji) Si, ..., S, a n odbérateli Dy, ..., D,, kde m,n > 1.
Dodavatel S; méa k dispozici mnozstvi s; > 0 (kapacita, zasoba), odbératel D; pozaduje
mnozstvi d; > 0 (poptavka). Pro kazdou dvojici (4, j) je ddna jednotkové cena (naklad)
prepravy c;; > 0.

Rozhodovaci proménné dopravniho problému budeme znacit

:UZ]>O7 izl,...7m, j:17...’n’

a budeme si je interpretovat jako mnozstvi piepravené ze zdroje S; k odbérateli D;.
Poznamka 9.1: Slovni zadani dopravniho problému
Najit takové pridely {x;;}, aby
o celkova zasilka od zdroje S; neptekrocila dostupnou zasobu s;,
o celkovy odbér u odbératele D; pokryl pozadovanou poptavku d;,

o celkové prepravni ndklady byly minimalni.

V typické ,¢isté* varianté dopravniho problému budeme predpokladat, ze celd zdasoba
ma byt odvezena a celd poptivka md byt uspokojena. Formalné to znamena

n
E Tij = Si, izl,...,m,
j=1
m
E xij:dj; jzl,...,n.
i=1

2 Formulace dopravniho problému jako LP

2.1 Kanonicka (vyrovnana) formulace

Zacnéme standardnim pripadem, kdy je soucet vsech zasob stejny jako soucet vsech po-
zadavki:

m n
E S; = E dj.
=1 j=1

Takovému zadani se ¢asto 1ika vyrovnanyg (balanced) dopravni problém.
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LP formulace dopravniho problému

Pro vyrovnany dopravni problém hledame feseni minimalizac¢ni tlohy

m n
minimalizovat E E CijTij

i=1 j=1

n
pri g Tij = S, 1=1,...,m,
Jj=1

m
E xij:dj7 jzl,...,n,
i=1

xy; >0 pro vSechna 1, J.

Vidime, Ze jde o tlohu linearniho programovani s mn proménnymi a m + n rovnicemi
(které vsak nejsou vsechny nezavislé, viz nize).

2.2 Nevyrovnana varianta dopravniho problému

Vyrovnana varianta dopravniho problému mé& mnoho vyhodnych vlastnosti, v praxi ¢asto

ale prirozené nastava, ze
m n

Zsi 7é Zd]

Tedy naptiklad soucet zasob prevysuje soucet poptavky (¢ast kapacity zustane nevyuzita),
nebo naopak zasoby na vsechny pozadavky nestaci. Takova varianta se nazyva nevyrov-
nany dopravni problém. Dobrou zpravou je, zZe ji lze po doplnéni fiktivniho radku c¢i
sloupce vypocetné prevést na vyrovnanou tabulku. Musime si vSak pfedem presné fici,
co fiktivni ptidély znamenaji — zejména pii nedostatku nabidky tim ptivodni model nejen
prepisujeme, ale také ménime.

Poznamka 9.2: Vyrovnani dopravniho problému

o« Pokud >, s; > > . d;, piiddme do tabulky ,fiktivniho odbératele® D, 41 s

poptavkou
m n
dpt1 = Zsi - Zdj
i=1 j=1

a jednotkovymi naklady ¢; ,+1 = 0. Proménna z; ,,41 pak reprezentuje nevyu-
zitou zasobu dodavatele i. Tato tprava je ekvivalentni modelu, v némz jsou
nabidky hornimi mezemi a vsechny skutecné poptavky musi byt uspokojeny.
Ma-li likvidace nebo skladovani prebytku skutecny néklad, dosadime misto
nuly pravé tento naklad.

o Pokud ), s; <3, d;, piiddme ,fiktivniho dodavatele® Sy,11 se zdsobou

m

n
Sm+1 = E dj— E S;
Jj=1

=1
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a naklady c;,41,;. PHidél ,,41; vyjadiuje neuspokojenou ¢ast poptavky odbé-
ratele j, proto se za c41,; obvykle voli odpovidajici jednotkova penalizace
nedostatku.

Ve druhém pripadé nejde o ekvivalentni prevod pivodniho modelu s povinnym
uspokojenim vsech poptavek: ten je pti nedostatku nabidky neptipustny. Fiktivni
dodavatel model méni tim, ze vyslovné dovoluje nedostatek a ocenuje jej zvolenou
penalizaci. Nulové naklady by znamenaly, Ze neuspokojena poptavka neni nijak
postihovana.

V dalsim textu analyzujeme vyrovnanou tlohu (9.1). Nevyrovnany model lze témito
metodami Tesit az po vyse popsaném doplnéni a po jasném stanoveni vyznamu i naklada
fiktivnich pridéla.

3 Struktura a vlastnosti dopravniho problému

Matice omezeni v (9.1) ma velmi specidlni strukturu. Prvnich m fadka matice popisuje
soucty v tadcich dopravni tabulky a dalsich n rfadkt soucty v jejich sloupcich. To méa
nékolik dusledku, které kratce rozebereme v této sekci.

3.1 Pocet nezavislych omezeni a bazicka reseni

Nejprve ukazme, ze nékteré z omezeni musi byt nutné linearné zavislé. Soucet vsech rad-
kovych omezeni (nabidkovych) dava

m n m
E E Lij = E Siy
=1 j=1 =1

zatimco soucet vSech sloupcovych omezeni (poptavkovych) dava

n

I Zd

=1 i=1

Leva strana obou rovnosti je totozné, jde pouze o jinak zapsany dvojny soucet. Ve vyrov-
naném dopravnim problému jsou stejné také pravé strany, tedy >, s; = >, d;.

Pro diikaz hodnosti ozna¢me symbolem r; koeficientovy radek i-tého nabidkového ome-
zeni a symbolem c; koeficientovy fadek j-tého poptavkového omezeni. Oba typy fadki
patii do R™". Pravé strany s;, d; nejsou soucasti matice A. Z predeslého plyne, ze

m n
E r, — E C; = 0.
i=1 j=1

Jde o netrivialni linearni kombinaci radkt matice A, ktera je rovna nule, a proto
rank(A) < m+n— 1.

Nyni ovérime, ze zadna dalsi linedrni zavislost mezi omezenimi neexistuje. Uvazujme line-

arni kombinaci
m n—1
E o;Tr; + g B]’Cj =0.
i=1 j=1
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Kazdd proménnd z;; méa nenulovy koeficient prave v fadku r; a (pokud j < n) v fadku c;.
Proto koeficient u z;; v této linedrni kombinaci je

w+f8  (pro j<n),

a u proménnych x;,, pro néz jsme radek c, vynechali, je koeficient roven pouze «;. Aby
cela linedrni kombinace byla nulova, musi byt vSechny tyto koeficienty rovny nule. Z
proménnych z;, tedy dostavame

ap =09 ==y =0,
a dosazenim do ostatnich koeficientt dostavame

fr=P03=-=pBp1=0.

Jedina linearni kombinace danych m +n — 1 rovnic, ktera dava nulu, je tedy trivialni, coz
znamena, ze uvedenych m + n — 1 rovnic je linedrné nezavislych.

Ted uz vime, ze rank(A) = m + n — 1. Aby pojem béze presné odpovidal definici
z predchozich kapitol, odstranime naptiklad posledni poptavkovou rovnici a oznac¢ime
vzniklou matici A € RM+n=Uxmn g pifslusnou pravou stranu b. Ve vyrovnané tloze je
odstranéna rovnice dusledkem vSech nabidkovych rovnic a prvnich n — 1 poptavkovych

rovnic, takze B
Ax=b <«+= Ax=b.

Matice A ma plnou faddkovou hodnost m + n — 1. Bazi dopravni tilohy budeme proto
rozumét vybér m + n — 1 linedrné nezavislych sloupct pravé této redukované matice.
Presné kritérium pripustnosti je nyni velmi jednoduché.

Véta 9.3: Charakterizace pripustnosti dopravniho problému

Za predpokladu s;,d; > 0 jsou pro dopravni problém s rovnostnimi omezenimi (9.1)
nasledujici podminky ekvivalentni:

1. Uloha ma béazické pripustné reseni.
2. Uloha ma optimalni feseni.

3. Jednéa se o vyrovnany dopravni problém, tj. plati rovnost
m n
>s = Y
i=1 j=1

Driikaz véty.
Kazdé pripustné feseni po secteni radkovych a sloupcovych rovnic nutné splnuje

ZSi:Zdj.
i J

Je-li naopak tloha vyrovnana, metoda severozdpadniho rohu popsana nize sestroji ba-
zické pripustné reSeni ekvivalentniho redukovaného systému. Pripustna mnozina je uza-
viend a omezend, nebot 0 < x;; < min{s;,d;}. Linedarni u¢elova funkce na ni proto
nabyva minima. A konecné, existuje-li optimalni reseni, zdkladni véta linearniho pro-
gramovani zarucuje existenci optimalniho bazického pripustného reseni. [ |
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Podrobnéjsi vyklad sitové struktury dopravni tlohy a jejich bazi uvadéji (Bazaraa et al.,
2010, Ahuja et al., 1993).

Rozebereme dale strukturu matice omezeni. Ta ma rozmér (m + n) X mn a prirozené
blokové ¢lenéni

A P D
A= A(D) ’ A( ) c Rmxmn’ A( ) c Rnxmn’

kde blok A obsahuje (nabidkov4) omezeni

n
E Tij = Si, 221,...,m,
J=1

a blok AP) (poptévkovd) omezeni

zm:l’ij:dj, jzl,,n
=1

Kazdému policku tabulky, tj. proménné z;;, odpovidd jeden sloupec matice A. Tento
sloupec ma praveé dvé jednicky: jednu v fadku prislusného dodavatele S; a jednu v radku
piislusného odbératele D;, ostatni prvky jsou nulové.

Pro konkrétni pripad se tfemi dodavateli a tfemi odbérateli dostaneme naptiklad

Ti1 T12 X133 To1 L2 T2z T3l X322 T33

St 1 1 1 0 0 0 0 0 0

Sa 0 0 0 1 1 1 0 0 0

A= 5, o 0o 0 0 0O o0 1 1 1
Dy 1 0 0 1 0 0 1 0 0

D, 0 1 0 0 1 0 0 1 0

D3 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Prvni tii radky zde vyjadiuji, ze soucet pres radky tabulky dava nabidky si, so, s3, dalsi
tri radky vyjadruji, ze soucet pres sloupce dava poptavky dy, ds, ds.

Poznamenejme, zZe je uzitecné divat se na dopravni problém jako na sitovy model na
bipartitnim grafu. Vrcholy tvoii zdroje S; a odbératelé D;, hrana mezi S; a D; reprezentuje
proménnou ;.

Poznamka 9.4: Bipartitni graf

Bipartitni graf je graf, jehoz mnozinu vrcholt Ize rozdélit na dva disjunktni pod-
mnoziny U a V tak, ze kazda hrana spojuje vrchol z U s vrcholem z V. Mezi vrcholy
uvnitt téhoz dilu tedy neexistuji zadné hrany.

V dopravnim problému tvori pfirozené dvé ¢asti mnozina zdroju {Si,...,S,} a
mnozina odbératelu { Dy, ..., D,}. Struktura dopravni tabulky je tedy presné struk-
turou bipartitniho grafu.
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Poznamka 9.5: Stromova struktura baze

Dobrou zpravou je, ze zde abstraktni pojem baze dostava velmi néazornou podobu.
Necht F' je mnozina bunék dopravni tabulky, chapanda jako mnozina hran bipartit-
ntho grafu na vrcholech {Si,...,S,} U{Ds,...,D,}. Sloupce redukované matice
A s indexy v F jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyz F' neobsahuje cyklus. Sku-
tecné, po vynasobeni vSech poptavkovych radki ¢islem —1 dostaneme redukovanou
vrcholové-hranovou incidenéni matici. Sloupce cyklu maji stfidavou netrivialni li-
nearni zavislost. Nezavislost lesa se naopak dokaze postupnym odstranénim listu.
Ma-li F' pravé m +mn — 1 hran, je takovy les souvisly, a tedy je kostrou bipartitniho
grafu. Baze dopravni tlohy proto odpovidaji pravé kostram (Bazaraa et al., 2010,
Ahuja et al., 1993).

Reseni dopravniho problému i hledani vychoziho bézického ptipustného Feseni je proto
prirozené organizovat v tabulce. Sloupce znazornuji odbératele a radky dodavatele. V ne-
degenerovaném teseni 1ze kladné bazické pridély zapsat do prislusnych bunék a nebézické
bunky ponechat prazdné. V degenerovaném reseni vsak muze byt bazicka i bunka s nu-
lovym pridélem. Takovou bunku je nutné v tabulce zvlast oznacit, aby byla baze urcena
jednoznacné.

Dl DQ D3 nabidka
C11 C12 C13
Sy S1
T11 T12 x13
C21 C22 C23
Sa 52
T21 22 X23
C31 C32 C33
S3 53
T31 X32 x33
poptavka dy ds ds dy + ds + ds

3.2 Degenerace

Stejné jako u obecného LP muze byt bazické pripustné reseni dopravniho problému dege-
nerované.

Definice 9.6: Degenerace v dopravnim problému

Bazické pripustné reseni dopravniho problému nazveme degenerované, pokud ma
#{(i,5) | ©i; >0} <m+n— 1.

V opac¢ném pripadé je nedegenerované.

Degenerace tedy znamend, ze alespon jedna z m + n — 1 béazickych bunék mé nulovy



Dopravni problém

pridél. Na obrazku tabulky takova bunka snadno ,zmizi“, bazi vsak musime i nadéle
uchovavat jako strom s presné m+n —1 hranami. V ru¢nim vypoctu lze nulovou bazickou
bunku oznacit symbolem 0g. Symbolické ¢ je pouze ticetni pomtcka a nesmi byt zaménéno
za skutec¢né prepravované kladné mnozstvi. Pti degenerovaném pivotu mize vyjit délka
kroku # = 0: zméni se baze, nikoli prepravni plan ani hodnota tcelové funkce. Pro zajisténi
konecnosti algoritmu je pak treba pouzit anticyklické pravidlo pro volbu vstupujici a
vystupujici bunky, naptiklad lexikografické pravidlo.

4 Metoda MODI (metoda potenciali)

Dopravni problém bychom samoziejmé mohli fesit obecnou simplexovou metodou. Byla
by vsak skoda nevyuzit jeho pravidelnou ,tabulkovou* strukturu: specializované algoritmy
s ni pracuji pfimo a jsou vyrazné uspornéjsi. Jednim z nich je metoda MODI (Modified
Distribution Method), ¢asto nazyvana také metoda potencidli nebo u—v metoda. Vychazi
ze specializovaného sitového simplexu (Bazaraa et al., 2010, Ahuja et al., 1993).

4.1 Pocatecni bazické pripustné reseni
Metoda MODI predpoklada, ze na vstupu mame BFS dopravniho problému. V praxi se
pocatecni BFS ziska naptiklad jednou z nasledujicich jednoduchych konstrukei:

o metoda severozapadniho rohu (North—West Corner),
» metoda nejmensich ndkladi (Least Cost),
o Vogelova aproximacni metoda.

Nejjednodussi je metoda severozapadniho rohu. Jeji nazev 1ika témér cely postup: za-
¢neme v levém hornim rohu tabulky a posouvame se doprava a dolt. Nulové nabidky
a poptavky miizeme rovnou oznacit za vycerpané. V prvni dosud nevycerpané bunce v
poradi zleva doprava a shora doli prifadime

z;; = min{zbyvajici nabidka fadku ¢, zbyvajici poptavka sloupce j}.

Je-li tim vycerpana nabidka tadku, prejdeme o tadek nize. Je-li uspokojena poptavka
sloupce, prejdeme o sloupec doprava. Nastane-li oboji soucasné, posuneme se v obou
smérech a pozdéji doplnime jednu nulovou bazickou bunku. V nové burnice opét pritadime
minimum ze zbyvajici nabidky a poptavky a pokracujeme, dokud nejsou vsechny sumy
splnény. Bunky s kladnym ptidélem vytvori les. Pokud jich je méné nez m +n — 1 —
naptiklad pri soucasném vycerpani nabidky a poptavky nebo pfi nulovych nabidkach ¢i
poptavkach — doplnime je nulovymi bazickymi bunkami tak, aby nevznikl cyklus, dokud
nedostaneme kostru s m + n — 1 hranami. V tplném bipartitnim grafu lze jednotlivé
komponenty lesa vzdy takto spojit. Vysledkem je baze a BFS vyrovnané tlohy. Jedinou
slabinou této velmi snadné konstrukce je, ze se pti volbé bunék na naklady viibec nediva,
a proto nemusi dat dobry pocatecni plan.

4.2 Potencialy a redukované naklady

V dopravnim problému je vhodné zapisovat bazi jako mnozinu dvojic indext, tedy jako
mnozinu bunék tabulky.
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Necht mame bazické pripustné feseni dopravniho problému, tj. mnozinu bazickych
bunek B C {1,...,m} x{1,...,n} o velikosti | B| = m+n —1. V degenerovaném piipadé
mohou mit nékteré bazické pridély z;; hodnotu 0.

Metoda MODI zavadi dvé sady pomocnych velic¢in:

Ui, ..., Uy, (potencidly radki), v1,...,U, (potencidly sloupci).
Pro kazdou bunku (7, j) € B zavedeme potencidly u; a v; tak, aby platilo
u; +vj = cij. (9.2)

Bézické bunky tvori strom v bipartitnim grafu se m + n vrcholy, a proto ma tento strom
prave m+n — 1 hran. Stejny zaver plyne i z vysSe rozebrané linearni nezavislosti. Soustava
rovnic (9.2) tedy obsahuje m +n — 1 rovnosti pro m +n nezndmych uy, . .., Up, vy, ..., Uy.
Potencialy jsou urc¢eny az na transformaci

Uj — U + A, Vj U — A, A eR,

kterd zachovava vSechny soucty u; + v;. Obvykle si zvolime jeden potencidl, napiiklad
uy := 0, a vSechny ostatni potencidly poté jednozna¢né dopocitame z rovnic (9.2) podél
hran stromu.

Poznamka 9.7: Pro¢ pravé rozklad c;; = u; +v;?

V dudlni dloze k dopravnimu problému vystupuji u; a v; jako dudlni proménné
k rovnicim pro nabidky S; a poptdvky D;. Kazdd dudlni nerovnost mé tvar u,; +
v; < ¢, protoze ve sloupci matice omezeni pro promeénnou z;; jsou praveé dve
jednicky: jedna u fadku S; a jedna u fadku D;. Rovnosti u; + v; = ¢;; na zvolené
bazi definuji simplexové multiplikdtory. Pokud vypoctené potencialy splni vSechny
dualni nerovnosti, jsou dudlné ptipustné a z duality plyne optimalita aktualniho
planu. V optimu jsou rovnosti na bazickych bunkach také v souladu s podminkami
komplementarity.

Jakmile mame potencidly w;,v;, definujeme pro kazdou (i nebazickou) bunku reduko-
vané naklady neboli odchylky

Aij = Gy — (ul + 'Uj). (93)

Optimalitni kritérium metody MODI

Uvazujme minimaliza¢ni dopravni problém (9.1) a bézické piipustné Feseni s poten-
cidly u;,v; a redukovanymi naklady A;; definovanymi v (9.2)-(9.3). Pak plati:

o je-li A;; > 0 pro vSechny (zejména nebazické) buiiky, je dané bazické feseni
optimdlni,

« existuje-li nebdzickd bunka s A;; < 0, odpovidajici smér nezvysSuje naklady.
Je-li délka pripustného kroku € > 0, celkové naklady se prisné snizi. PTi dege-
nerovaném kroku muze byt # = 0 a zméni se pouze baze.

Intuitivné lze A;; chapat jako ,jednotkovy prirtstek nakladd“, kdybychom chtéli do
bunky (7,j) pridat malé mnozstvi pfepravy a ostatni pridély upravit tak, aby ztstala
zachovana rovnost fadki a sloupcti. Nezaporné odchylky tedy tikaji, ze zadnou lokélni
upravou nelze néklady snizit, coz je presné charakteristika optima.
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Poznamka 9.8: Souvislost se simplexovou metodou

V obecném LP vyjadiuji redukované naklady, jak se zméni hodnota tcelové funkce
pti zavedeni nebézické proménné do baze (viz prislusna kapitola o simplexové me-
todé). Metoda MODI je v podstaté ,simplex na miru“ pro specidlni strukturu do-
pravnich tabulek, kdy se potencidly u;,v; chovaji jako dualni proménné a A;; jako
redukované naklady.

4.3 Zlepsovaci krok a cyklus v tabulce

Predpokladejme, ze pro dané bazické feseni existuje alespoil jedna buiika (p,q) s A,, < 0.
Chceme zavést bunku (p, ¢) do baze, coz odpovida tomu, ze z,, zvétsime z nuly na né&jakou
kladnou hodnotu. Aby se pritom zachovaly vSechny radkové a sloupcové sumy, musime
ostatni pridély prenastavit.

Geometricky se v bipartitnim grafu po pridani hrany (p,q) vytvori jediny cyklus. V
tabulce se projevi jako uzaviena lomena cara se sudym poctem bunék, v niz se stridaji
vodorovné a svislé kroky. VSechny bunky cyklu kromé vstupujici bunky jsou béazické. Pri
degeneraci nékteré z nich mohou mit nulovy pridél.

Postup je nésledujici:

1. Vybereme nebazickou bunku (p,q) se zadpornou odchylkou A,, < 0 (napriklad s
nejmensi hodnotou) a docasné ji ptidame ke stromu bazickych bunék.

2. V tabulce najdeme uzavieny cyklus prochazejici bunkou (p,q) tak, ze se stiidaji
horizontalni a vertikalni kroky a v kazdém ,,zlomu® lezi bazicka bunka.

3. Buiiky v cyklu stiidavé oznac¢ime znaménky + a —, poc¢inaje + v bunce (p, q).
4. Spocitame
0 = min{x;; | (¢,) lezi na cyklu se znaménkem -},
tj. nejmensi pridél v bazickych bunkéach oznacenych —. Miuze vyjit 6 = 0.
5. Vsem bunkam se znaménkem + zvétsime pridél o 6, vSem bunkdm se znaménkem
— pridél o € zmensime. Alespon jedna z ,minusovych® bunék ma po zméné nulovy

pridél a opusti bazi. Pri shodé minim vybereme pravé jednu, ostatni nulové bunky
zustanou bazické. Bunka (p, q) se stane bazickou s pridélem 6.

Podél tohoto cyklu se hodnota tcelové funkce zméni presné o 0A,,. Pro A,, <0a >0
tedy skutecné klesne. Pti § = 0 ziistane stejna.

Priklad 9.9: Metoda MODI na konkrétnim dopravnim problému

Uvazujme dopravni problém se tfemi zdroji Sq, Ss, S3 a tfemi odbérateli Dy, Dy, Ds.
Nabidky, poptavky i jednotkové naklady c;; jsou dany

6 8 10
()= (7 11 11|, (1,50 83) = (15,17,18),  (dy,ds,ds) = (20, 10,20).
4 5 12

Hleddme plan preprav, ktery minimalizuje celkové naklady.
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Predpoklddejme, ze nékterou z konstrukénich heuristik (napr. metodou nejmensich
nakladi) jsme jiz ziskali pocatecni bazické pripustné reseni. Tomu odpovidaji pri-
dély

T11 =2, x10=10, x13=3, x93=17, x3 =18,

ostatni x;; jsou nulové. Takové reseni je zachyceno v nasledujici tabulce. V horni
casti bunek jsou uvedeny néklady c;;, vlevo dole pridélend mnozstvi x;;.

D1 D2 D3 nabidka U;
6 8 10
Sl 15 Uy = 0
2 10 3
7 11 11
Sy 17 ug = 1
17
4 5} 12
18
poptavka 20 10 20 50
(% U1:6 ’U2:8 U3:10 z = 381

Bazické bunky jsou
B ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,3),(3,1)}.
Pro kazdou bazickou bunku plati vztah pro potencialy
U + vj = Gy, (4,7) € B.

Dostavame soustavu péti rovnic

u1 + v; = 6,
Uy + vy = 8§,
u1 + v3 = 10,
Ug + vy = 11,
uz + v = 4.

ProtozZe potencidly jsou urCeny pouze az na transformaci w; — w; + A, v; = v; — A,
muzeme si zafixovat u; := 0. Potom ze soustavy postupné dopocitame

V1 = 6, Vg = 8, V3 = 10, Uy = 1, Uz = —2,

coz je prave zaneseno v tabulce vyse.
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Pro nebézické bunky spocitame redukované naklady A;; = ¢;; — (u; + v;):

A21 = C21 —

( )=7-(1+6) =0,
Aoy =9 — (ug +v3) =11 — (1 +8) =2,

( ) =

( ) =

A322032— us +U2 5—((—2)+8):—1,

A33 = (33 — (U3 + U3 12 — ((—2) + 10) =4.
Jedina zapornd odchylka je Azs = —1, takze do baze se pokusime zavést bunku
(3,2).

Zlepsovaci cyklus. V tabulce vyhleddme cyklus prochazejici bunkou (3,2), ve
kterém se stridaji bazické bunky v radcich a sloupcich. Tento cyklus je

3,20+ = BDE) - OLDH) = 1,2)(-) = (3,2),

kde v zavorce je vzdy znaménko, kterym je bunka oznacena. Oznac¢me 6 > 0 mnoz-
stvi, o které zvysime pridél v burtice (3,2). Potom musime o # snizit pridély v bun-
kach se znaménkem — a o 6 je zvysit v bunkach se znaménkem +. Rozpis pridéli
v zavislosti na 6 je v nasledujici tabulce.

D, D, Ds nabidka U;
6 8 10
Sl 15 Uy = 0
2+6 10—-6 3
7 11 11
52 17 U9 = 1
17
4 5 12
53 18 uUs = —2
18—46 0
poptavka 20 10 20 50
vj v1 =06 Vg = 8 vz = 10 z=2381—-40

Aby byly vSechny pridély nezdporné, musi platit
10 -6 >0, 18 —6 >0,

tj. 8 < 10. Protoze A3y = —1 < 0, zvolime nejvétsi moznou hodnotu, tedy 6* = 10,
¢imz dosdhneme nejvétsiho poklesu tucelové funkce. Po dosazeni 6 = 10 dostavame
novy bazicky plan
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(@)

D1 DQ D3 nabidka U;
6 8 10
54 15 u; =0
12 3
7 11 11
SQ 17 Uy = 1
17
4 5 12
S3 18  |uz3= -2
8 10
poptavka 20 10 20 50
Vj v1=6 | v9=7 | v3=10 z =371

Z novych bazickych bunéek

B ={(1,1),(1,3),(2,3), (3, 1), (3,2)}

opét dopocitdme potencidly. Soustava rovnic pro w;,v; je nyni

u1 +v1 =6,
Uy + V3 = 10,
Ug + Vg = 11,
uz + vy = 4,
Uz + Vg = D.
Po polozeni u; := 0 dostaneme
U1 = 6, V3 = 10, Uy = ]_, Uz = —2, Vo = 7,

coz je opét vyznaceno v tabulce. Redukované naklady pro nebazické bunky jsou

Ap=cio— (ug +v)=8—-(0+7) =1,
Agy=co1 —(ug+v1)=7—(1+6)=0,
Agy =co — (Uug +v2) =11 = (1+7) =3,
Ass = ¢33 — (uz +v3) = 12 — ((—2) + 10) = 4.

Vsechny odchylky jsou nezaporné, takze nalezeny bazicky plan je optimalni. Zaroven
vsak Ay = 0, tedy existuje alespon jedno dalsi optimalni bazické feseni.

Alternativni optimalni FesSeni. Zkusme proto zavést do baze bunku (2,1) a
zkonstruovat novy cyklus

CHHEH) - 230 - 03)H) - O1,D =) = 21
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Oznacime-li opét zménu po cyklu symbolem 6, pak pridély maji tvar
x11:12—9, x13:3+9, 3721:9, %23:17—9,

ostatni bazické burky (3,1) a (3,2) zustdvaji beze zmény. Tomu odpovida tabulka

D, D, Ds nabidka W;
6 8 10
Sl 15 Uy = 0
12—-06 340
7 11 11
Sy 17 ug = 1
0 17—6
4 5 12
S3 18  |uz3= -2
8 10
poptavka 20 10 20 50
Uj vy =06 vy =17 vy = 10 7= 7l

7 podminek nezapornosti pridéli plyne
12—-6 >0, 17—-6 >0,

tedy 0 < 6 < 12. Protoze Ay = 0, je hodnota tcelové funkce z = 371 pro vsechna
0 v tomto intervalu stejna. Napriklad pro # = 12 dostaneme alternativni optimalni
plan

r11 =0, z13=15, 9y =12, x93=0>5, x31 =8, x3 =10,

ktery splinuje vsechna omezeni a mé stejné minimalni naklady jako predchozi feseni.

4.4 Shrnuti metody MODI

Metodu MODI miizeme shrnout v nasledujicim prehledu:

Metoda MODI — prehled kroku

1. Najdi néjaké bazické pripustné feseni (napt. metodou severozédpadniho rohu,
metodou nejmensich ndklada apod.).

2. Spocitej potencidly u;,v; tak, aby pro vSechny bézické butiky (¢, ) platilo
u; + v; = ¢;; (po zafixovani jednoho potencidlu, napt. u; = 0).

3. Pro kazdou buiiku spocitej redukované naklady A;; = ¢;; — (u; + v;).
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4. Pokud A;; > 0 pro vSechna (i, j), je aktudlni bazické feSeni optimalni a algo-
ritmus kondi.

5. Jinak vyber nebézickou butiku (p, q) s A,, < 0 (typicky s nejmensi hodnotou),
sestroj prislusny cyklus v tabulce a proved zlepSovaci krok popsany vyse. Pri
shodé minim zvol jednu vystupujici bunku podle anticyklického pravidla, na-
priklad lexikografického. Tim ziskas novou béazi a bazické pripustné reseni. Pti
0 = 0 muze prepravni plan zustat stejny.

6. Vrat se na krok 2.

Metoda MODI je v praxi velmi oblibena: vyuziva specialni strukturu dopravniho pro-
blému, je relativné snadno implementovatelnd a pro tlohy s nékolika desitkami az stov-
kami fadki a sloupct byva velmi efektivni. Z teoretického hlediska vSak nejde o zasadné
novy algoritmus — lze ji chapat jako specializovanou variantu simplexové metody, kterd
pracuje piimo s tabulkou pridélu a s potencialy odpovidajicimi dudlnim proménnym.
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1 Maticova hra s nulovym souctem

V této kapitole chceme ukézat, jak se linedrni programovani ptirozené objevuje v jedno-
duchém modelu strategické interakce dvou hract. Predstavme si situaci typu ,,ja proti
tobé“: dva hraci si soucasné zvoli néjakou akei a podle kombinace téchto akei jeden ziska
urcity pocet bodu (nebo napr. penéz, interpretace je na nas) a druhy presné o stejny pocet
prijde.

o Pokud znadme vSechny mozné akce obou hracu a pro kazdou dvojici akel umime rict,
kdo kolik ,vyhraje“ nebo ,prohraje®, mluvime o hi'e v normdlni (strategické) forme.

o Pokud navic plati, Ze zisk jednoho je presné ztrata druhého, jde o hru s nulovym
souctem.

o Kdyz jsou obé mnoziny akci konecné, muzeme celou hru zapsat jednou matici, proto
casto rikame maticovd hra.

Na naésledujicim prikladu naznacime, co si pod maticovou hrou s nulovym souctem lze
predstavit.

Priklad 10.1: Paserak a celni kontrola

Pagerak se snazi prevézt nelegalni zbozi z Rakouska do CR. M4 na vybér dvé trasy:
o Trasa 1 — vedlejsi silnice pres malo frekventovany prechod,
o Trasa 2 — délnice, kde by v pripadé tispéchu mohl prevézt mnohem vice zbozi.

Celni sprava ma jen jednu mobilni hlidku, kterou kazdy den posle bud na vedlejsi
silnici, nebo na dalnici. Hlidka nevi, kterou trasu si paserak ten den zvoli, a paserak

nevi, kde presné bude hlidka. Rozhoduji se tedy soubézné, bez znalosti tahti toho
druhého.

Oznacéme:

o tadkovy hrac¢ = celni sprava,

o sloupcovy hrac¢ = paserak,

o tadky: R; = hlidka na vedlejsi silnici, Ry = hlidka na dalnici,

o sloupce: C; = paserak jede vedlejsi silnici, Cy = paserak jede dalnici.
Nésledujici tabulka popisuje zisk paserdka (napiiklad v desitkéch tisic korun):

| C1 (vedlejsi) C, (dalnice)
A = R; (hlidka na vedlejsi) 0 6
R, (hlidka na délnici) 2 0

Cislo a;; v tabulce je zisk paSerdka, pokud celni sprava zvoli fddek R; a paSerdk
sloupec Cj. Hra je s nulovyjm souctem: zisk paserdka je zaroven ztrata celni spravy,
takze uZzitek celni spravy je —a;;.

Jak by se méli oba hraci chovat?
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o Kdyby celni sprava vzZdy hlidala jen jednu trasu, paserak by se okamzité pri-
zpusobil a jezdil by tou druhou.

o Kdyby paserak vZdy jezdil jen po délnici, celni sprava by méla jasno a posilala
by hlidku na dalnici.

Je tedy rozumné, aby oba hrac¢i néjakym zptisobem ndhodné stridali své moznosti
(volili takzvané smisené strategie), aby protistrané ,znepiijemnili“ zivot. V této
konkrétni hre se ukéze, ze existuje rovnovaha, ve které

o paserdk voli vedlejsi silnici C; s pravdépodobnosti % a dalnici Cy s pravdépo-
dobnosti %,

=

o celni sprava posila hlidku na vedlejsi silnici R; s pravdépodobnosti ;7 a na
dalnici Ry s pravdépodobnosti %.

Pro uvedenou smisenou strategii celni spravy ma kazda cista trasa paseraka oce-
kévanou vyplatu 3/2. Obdobné proti uvedené strategii paseraka vede kazdé Cisté
rozmisténi hlidky ke stejné ocekavané platbé 3/2. Ani jeden z hraci si proto nemuze
jednostrannou zménou své strategie polepsit. Takto vyvazené feseni plyne z véty o
minimaxu. V dalsi ¢asti kapitoly uvidime, ze pravé hledani takovych optiméalnich
pravdépodobnosti 1ze elegantné prepsat jako tilohu linearniho programovani.

7 pohledu linedrniho programovani je na téchto hrach zajimavé, ze:

1. nejlepsi (optimélni) chovani hracu lze popsat jako Feseni uréitych optimalizacénich
tloh,

2. tyto tlohy lze prepsat jako linedrni programy a jejich dudly, coz odpovida vété o
minimaxu.

Nez ukazeme, ze ,hledani rozumné strategie ve hie“ je v tomto specidlnim ptipadé
totéz jako Teseni LP, tak formalné popiseme, co presné maticova hra s nulovym souctem
je.

Definice 10.2: Hra v normalni formé

(Konecnd) hra v normdlni formé je trojice
G = (P, A ),
kde P = {1,..., N} pro néjaké N > 1 a plati:
e P je konecnd mnozina hrac,

o A=A x---x Ay je mnozina vSech profili akct, kde A; je neprazdnd konec¢na
mnozina akci hrace i,

e u= (uy,...,uy) je N-tice uZitkovjch (vgplatnich) funkci, u; : A — R, kde
u;(a) je uzitek hrace i pfi profilu akei a € A.
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V dalsim se omezime na hry se dvéma hraci. Pro prehlednost je budeme nazyvat radkovy
hrac a sloupcovy hrac a jejich akce si ocislujeme:

Profil akei je tedy dvojice (i, 7), kde i je zvoleny fadek a j zvoleny sloupec.
Definice 10.3: Hra s nulovym souctem v maticové formeé
Dvouhréacova hra v normalni formeé

G = ({radkovy hrac, sloupcovy hrac}, R x C,u)
je hra s nulovym souctem, pokud pro kazdy profil akei (i, 7) € R x C plati

ui‘édkovy(ia ]) =+ Usloupcovy (2’ j) = 0.

Protoze nas zajima jen relativni zisk mezi hraci, mizeme celou hru popsat jedinou
vyplatni matici A € R™*". Kazdy prvek

Q5 = usloupcov}'/(ia ])

chapeme jako platbu od rddkového hrace sloupcovému hraci. Kladna hodnota a;
znamend, ze sloupcovy hra¢ vyhravéa (fadkovy plati jemu), zépornd hodnota naopak.

Z podminky nulového souctu okamzité plyne, Ze uzitek fddkového hrice je vidy —ay;.
Celou hru tedy reprezentuje jedina matice A, ktera popisuje ,kolik zaplati radkovy hrac
sloupcovému® v kazdé kombinaci voleb.

Poznamka 10.4: Maticova hra a znacdeni

V dalsim budeme pouzivat oznaceni:
o 7adky 1,...,m jsou akce fadkového hrace,
e sloupce 1,...,n jsou akce sloupcového hrace,
o matice A je vyplatni matice sloupcového hrace.

Zameérné tedy pouzivame A jako vyplatni matici sloupcového hréace, ktery svou
vyplatu maximalizuje. V ¢asti literatury znac¢i A naopak vyplatni matici fadko-
vého hrace. Pri zachovani stejnych radkovych a sloupcovych akci se mezi obéma
konvencemi prechazi ndhradou A,qe = —Assdkovy- Soucasné se proto obrati smér pri-
slusnych optimalizac¢nich nerovnosti. Tomuto nastaveni se v literature ¥ika maticova
hra (matriz game) a je to standardni model dvouhracové hry s nulovym souctem.

V tuto chvili umime popsat, co se stane, pokud si kazdy hrac¢ vybere konkrétni ré-
dek/sloupec (tzv. cistd strategie, tedy volba jedné akce z koneéné mnoziny). Z pohledu
strategie ale ¢asto dava smysl volit akce nahodné, napriklad ve hie kdmen-—ntzky—papir:
kdyby jeden hrac¢ opakoval stéle stejny tah, druhy ho snadno ,precte. K tomu potfebu-
jeme pojem smisSené strategie.
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2 Smisené strategie a ocekavana vyplata

Intuitivni predstava smiSené strategie je jednoducha: hrac¢ si nepredepisuje ,,vzdy hraj
radek 3“, ale ,fadek 1 hraj s pravdépodobnosti 40 %, tadek 2 s pravdépodobnosti 30 %,
fadek 3 s pravdépodobnosti 30 %*“. Tim vnasi do hry ndhodu a brani protistrané v pred-
vidéani.

Formélné smisend strategie je prave pravdépodobnostni rozdéleni na mnoziné c¢istych
strategii.

Definice 10.5: SmiSena strategie a pravdépodobnostni simplex

Vektor x € R™ nazveme stochasticky (téz pravdépodobnostni vektor), pokud
x; > 0 pro vsechna j a ij = 1.
j=1
Mnozinu vsech takovych vektort délky n oznacime
Sn:{XGRn}XZO, Zl’]:1}

i=1

o Smisend strategie sloupcového hrdce je vektor x € S,,, kde z; je pravdépodob-
nost, ze zvoli sloupec j.

o Smisend strategie radkového hrdace je vektor y € S,,, kde y; je pravdépodob-
nost, ze zvoli radek i.

Poznamka 10.6: Pravdépodobnostni simplex je skutec¢né simplex

Mnozinu S,, lIze chapat jako konvexni obal vektorii kanonické baze eq, ... e, € R".
Kazdy stochasticky vektor x € S, totiz splnuje

X = x1€1 + To€y + - - + T,€y,

kde soucinitelé z; jsou nezaporné a sectou se na 1. To znamend, zZe S, je presné
mnozina vSech konvexnich kombinaci vrcholu {eq, ..., e,}, tedy (n — 1)-rozmérny
simplex.

Cista strategie je zvlastni pripad smiSené strategie. Jde o vektor, ktery ma v jedné
soufadnici hodnotu 1 a ve vSech ostatnich 0. SmiSené strategie ndm tedy jen ,rozsiri“
prostor moznych strategii o konvexni kombinace ¢istych.
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2.1 Ocekavana vyplata

Znaceni 10.7: Pravdépodobnost a stfedni hodnota
Budeme pracovat s prvky elementarni pravdépodobnosti.
« Symbolem P[-] budeme oznacovat pravdépodobnost daného jevu.

« Symbolem E[-] budeme oznacovat stredni hodnotu (o¢ekavanou hodnotu) na-
hodné velic¢iny.

Predpokladame, ze oba hraci pouzivaji vlastni nezavislé zdroje nahody a pred volbou
akce nepozoruji vysledek nahodné volby soupere. Pokud tadkovy hrac¢ hraje smisenou
strategii y € 5, a sloupcovy hrac¢ x € S, pak pravdépodobnost, ze nastane konkrétni
profil akei (4, 7), je

P[(7, 5)] = P[fadek i] - P[sloupec j] = y;z;.

Vyplata sloupcového hrace pri profilu (7, j) je a;;. Ocekdvanou viplatu pri opakovaném
pouziti stejnych strategii x,y ziskdme jako soucet vyplat vsech moznych profili vazenych
jejich pravdépodobnostmi:

E[vyplata sloupcového hrace] = Z Z P[(i,7)] ai; = Z Z Yi Qij Tj.

ll]lylm] =1 j=1

Tento dvojity soucet lze zapsat elegantné maticové. Vektor y chapeme jako sloupcovy
vektor délky m, x jako sloupcovy vektor délky n, potom

E[vyplata sloupcového hrace] = y' Ax.
Protoze hra ma nulovy soucet, ocekavana vyplata radkového hrace je

E[vyplata fadkového hrice] = —y' Ax.

Poznamka 10.8: Zisk vs. ztrata

7 pohledu sloupcového hrice je éislo y' Ax jeho ocekdvany zisk, zatimco z pohledu
radkového hrace je to ocekdvand ztrdta. Je tedy prirozené, ze:

o sloupcovy hrac se snazi y' Ax mazimalizovat,
o tadkovy hrac se snazi y' Ax minimalizovat.

Podstata maticové hry s nulovym souctem je pravé v tomto konfliktu cili obou
hraci. Jedno a totéz cislo je kritériem pro oba hrace, ale jeden ho chce co nejvétsi
a druhy co nejmensi.

3 Max—min, min—max a hodnota hry

Pro danou strategii jednoho hrace se druhy hrac¢ bude chovat tak, aby si maximalizoval
(nebo minimalizoval) sviij ocekavany uzitek. To vede na pojmy maz—min, min-maz a
hodnota hry.
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3.1 Nejhorsi pripad pro danou strategii

Fixujme smisenou strategii sloupcového hrace x € S,,. Pro kazdou moznou strategii rad-
kového hrace y € S, je ofekdvand vyplata sloupcového hrace rovna y' Ax.

Divejme se na situaci z pohledu sloupcového hrace. Chceme-li pro strategii x posoudit
nejhorsi mozny scénar, kdy se fadkovy hrac¢ zachova co nejvice proti sloupcovému hraci,
divame se na minimum této hodnoty pres vsechny y € S,,:

min y' Ax.
YESm

To motivuje néasledujici definici.

Definice 10.9: Funkce § a «

Pro strategii sloupcového hrace x € S,, definujeme

T
X) :— miny' Ax
Ples) v Ak
tj. nejhorsi mozna (nejmensi) ocekavana vyplata sloupcového hrace, pokud hraje x
a Tadkovy hrac reaguje optimalné.
Analogicky pro strategii tadkového hrace y € S, definujeme

a(y) :— maxy' Ax,
XGSn

tj. nejhorsi moznou (nejvétsi) ocekavanou ztratu radkového hrace, pokud hraje y a
sloupcovy hrac reaguje optimalneé.

Minimum ani maximum nam zde nemuze ,utéci“: mnoziny S,, a .S, jsou neprazdné
kompaktni simplexy a oc¢ekavana vyplata je spojita. Minima a maxima v téchto definicich
jsou proto vzdy dosazena.

Z definice okamzité plyne

B(x) < y'Ax < a(y) pro vSechnax € S,, y € S,,,

protoZe pro dany par (x,y) nemiiZze hodnota y' Ax byt mensi neZ minimum pies vechna
y ani vétsi nez maximum pres vSechna x.

3.2 Maximinové a minimaxové strategie, hodnota hry

Na zdkladé funkei §(x) a a(y) nyni mizeme presné formulovat, co znamena, ze je urcita
smisena strategie ,optimalni v nejhorsim pripadé”.

Definice 10.10: Maximinova strategie, minimaxova strategie a hodnota
hry

Smisenou strategii x* € .S,, nazveme maziminovou strateqii sloupcového hrdce, pokud
maximalizuje jeho nejhorsi moznou vyplatu, tj.

B(x*) = min y' Ax* = max ((x).

YESm XESh
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Analogicky smiSenou strategii y* € S,, nazveme minimazovou strategii radkového
hrace, pokud minimalizuje jeho nejhorsi moznou ztratu:

* *\T :
ey ) = mesly) Ak = i aly)

Cislo v € R nazveme hodnota hry, pokud existuji strategie x*, y* takové, ze
B(x*) =v = a(y).

Intuitivné:

e sloupcovy hrac si volbou x* zaruci, ze ani pri nejhorsi mozné odpovédi protivnika
neklesne jeho ocekavana vyplata pod v,

o Tadkovy hrac si volbou y* zaruci, ze ani pri nejhorsim mozném postupu soupere
nepresahne jeho ztrata v.

7, jiz zavedenych definic plyne pro libovolnou hru vzdy

max 3(x) < min a(y).

xESh YESm

V maticovych hrach s nulovym souc¢tem vsSak nastdva prekvapivé silna vlastnost: obé
hodnoty jsou ve skutecnosti stejné. Formuluje to nasledujici véta o minimaxu, jejiz klasicky
dikaz pochdzi od Johna von Neumanna (von Neumann, 1928). Moderni vyklad viz také
(Osborne and Rubinstein, 1994).

Véta 10.11: Véta o minimaxu pro maticové hry s nulovym souctem

Necht A € R™" je vyplatni matice dvouhracové hry s nulovym souc¢tem. Potom
plati

mepsflad) = mm @)

tedy existuje ¢islo v € R takové, ze

max min y' AX = v = min maxy' Ax.
XESn yESm yESm XESn

Cislo v nazyvame hodnota hry. Navic existuji smiSené strategie x* € S, a y* € Sy,
spliujici
BE") =v=a(y"),

tj. x* je maximinova strategie sloupcového hrace a y* je minimaxova strategie rad-
kového hrace.

Cislo v je tedy hodnota hry a dvojice (x*,y*) tvoif optimalni smiené strategie obou
hrac¢t. Kazdy z nich si svou strategii hlida pravé tutéz hodnotu — jeden zdola a druhy
shora.
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Poznamka 10.12: Co presné znamena rovnovaha?
Vyznam optimalnich strategii lze zapsat sedlovymi nerovnostmi
(y)TAx < (y)TAx* < y'Ax* pro vSechna x € S,,, y € S,,. (10.1)

Leva nerovnost tiké, ze si sloupcovy hrac¢ jednostrannou zménou proti y* nepolepsi.
Prava 1ika, ze fadkovy hra¢ proti x* jednostrannou zménou nesnizi svou ztratu. V
reCi teorie her je tedy dvojice (x*,y*) Nashovou rovnovdhou. V fe¢i optimalizace
jde o sedlovy bod ocekavané vyplaty. Jsou-li strategie x* a y* ¢isté, najdeme tento
sedlovy bod pfimo ve vyplatni matici.

Tato vlastnost her s nulovym souctem plyne piimo z duality linedrniho programovani,
jak nyni ukazeme.

4 Formulace maticové hry jako linearniho programu

Nyni ukdzeme, ze problém sloupcového hrace ,zvolit strategii x, kterd maximalizuje jeho
nejhorsi moznou vyplatu®, lze prepsat jako linedrni program. Analogicky problém tadko-
vého hrace vede na dudlni linedrni program.

4.1 LP pro sloupcového hrace (max—min)

Pripomenme, ze sloupcovy hra¢ chce maximalizovat funkci 3(x):

T
max 8(x) = max min y Ax.
XESn 6( ) XESy YESm y

Pro fixovanou strategii x zavisi vyraz y' Ax na y jen linedrné. Minimum pfes simplex
Sy je proto dosazeno v nékterém jeho vrcholu, tj. v nékteré cisté strategii radkového hrace.
Oznacime e; i-ty vektor kanonické baze v R™. Vzpomenme, ze Cisté strategie odpovidaji
pravé témto vektorim. Pak dostavame

min y' Ax = min e; Ax.
YESm i=1,....,m

Sloupcovy hrac tedy resi max—min problém

max min e; Ax.
xX€Sy i=1,....m

Zavedme proménnou ¢ € R, kterd bude doln{ mez{ viech hodnot e] Ax. Podminky
t <el Ax proi=1,...,m

zarucuji, Ze t < min; e] Ax, a maximalizace t tedy skuteéné maximalizuje nejhorsf moznou
vyplatu sloupcového hréace.
Aby byl vektor x pripustnou smisenou strategii, musi splnovat:

n
x; >0 pro vsechna j, ij = 1.
j=1

Dostavame tedy linearni program pro sloupcového hrace:
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LP pro sloupcového hrace

maximalizuj t
pfi podminkich ¢ < (Ax); =elAx, i=1,...,m,

" =1
Zj:l Tj =1
x; > 0 pro vsechna j.

Kazdé omezeni t < (Ax); tika: ,,Pokud fadkovy hrac zvoli ¢istou strategii ¢, o¢ekavana
vyplata sloupcového hrace je alespon ¢t Maximalizace t se tedy snazi, aby i pri nejhorsi
odpovedi radkového hrace byla vyplata co nejvétsi.

4.2 LP pro rfadkového hriace (min—max)
Zcela symetricky 1ze formulovat problém radkového hrace:

min maxy' Ax.
yESm XESn

Podobné jako drive pro fixované y plati

T T
ma, Ax = max (A'y);
xesfy j:l,..)fn( ¥)i
protoze optimum linedrni funkce v simplexu nastava v nékterém jeho vrcholu.
Zavedeme pomocnou proménnou u € R, kterd bude horni mez{ hodnot (ATy) ;- Pod-
minky
(ATy)jgu proj=1,...,n

zajistuji, Ze u > max;(ATy);. Minimalizace u tedy minimalizuje nejhors{ moznou vyplatu
sloupcového hrace, coz je z pohledu radkového hrace nejhorsi mozna ztrata.
Smisend strategie radkového hrace musi opét splnovat

y; >0 pro vsechna 1, Zyl — 1.
i—1

Linedrni program pro fadkového hrace tedy je:

LP pro radkového hrace

minimalizuj U
pii podminkich (ATy); <wu, j=1,...,n,

Z;il Y = 17
y; > 0  pro vSechna i.

4.3 Dualita: kazdy hrac¢ ma svou ulohu

Primarni tloha v maticovém tvaru

Méame k dispozici LP pro sloupcového hrace (LPs). Ten budeme vnimat jako primérni.
Nejdiive zapiseme tuto primarni tlohu ve zkracenéjsim tvaru a posléze pro ni odvodime
tlohu dualni.
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Zavedeme vektory

Z — <X> e R" c:— : e R
t 0
1

takZe ucelovou funkci primarni tlohy lze zapsat jako maxc'z.
Oznacime-li i-ty fddek matice A jako a], pak nerovnosti t < e] Ax = a] x lze psat jako

(—a; 1)z2<0, i=1,...,m.

(2

Definujeme
—a; 1 1
B — S I d:— 1 e R
T
— 1
a,, 0
a ulohu prepiseme ve tvaru
maximalizuj c'z
pri podminkiach Bz <0,
T (P)
d'z=1,
215y 2n >0, 2,0 =t volna.

Dualni tloha v maticovém tvaru

Pripomenme velmi stru¢né pravidla duality znamé z predchozich kapitol, ktera vyuzijeme
nyni:

primarni omezeni typu ,,<“ <— dudlni proménné > 0,

(13

primarni omezeni typu ,,=“ <— dualni proménna bez omezeni znaménka,

primarni proménnd > 0 <— dudlni omezeni typu ,,>“,

primérni proménna volnd <— dudlni omezeni typu ,,=",
e primarnim cilem je ,max“ <— dualnim cilem je ,min*.

Pouzitim téchto pravidel na (P) ziskdme:
e 7z nerovnosti Bz < 0 vektor dualnich proménnych y € R™ s komponentami y; > 0,
e z rovnosti d"z = 1 jednu duélni proménnou u € R bez znaménkového omezen,

e dudalni ucelovou funkei, kterou budeme minimalizovat.

Aby byl zapis dudlni tlohy co nejvice symetricky s primarni maticovou formulaci, za-
vedeme vektory

0

wo— (y> e R™H r— || e R
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takze dudlni icelovou funkci mtizeme psat jako skalarni soucin

min r'w.

Koeficienty u primarnich proménnych v dudlni tloze vznikaji jako linearni kombinace
radkt B a vektoru d s vahami y a u. Kompaktné je lze zapsat jako vektor

By +ud e R*"!,
ktery musi ,,odpovidat® vektoru c a typu primarnich proménnych:

e protoze primarni proménné zi,...,z, jsou nezadporné, musi v prvnich n slozkach
platit nerovnosti typu ,,>*,

e posledni proménna 2,1 =t je volna, proto odpovida dualni rovnost.

Dostavame tak kompaktni maticovy tvar dualni tlohy

minimalizuj r'w

pii podminkdach BTy +wud > ¢ (v prvnich n slozkéch),
(BTy +ud)ni1 = ¢y,
y > 0.

V naSem pifpadé ma vyraz BTy + ud konkrétni tvar

—ATy +ul
By +ud = 3; )
>ie1 Yi

Duélni podminky tedy rikaji
i=1

To je presna maticova verze dudlni tlohy. Jeji rozepsani po slozkich vede k linedrnimu
programu pro radkového hrace odvozenému diive z ,min—-max“ formulace.

A ted prichazi hlavni pointa celé kapitoly. Obé tlohy jsou pripustné: lze napiiklad
zvolit rovnomérnou smisenou strategii a dostatecné malé ¢, respektive dostatecné velké u.
Jejich optimalni hodnoty jsou konecné, protoze ocekavana vyplata lezi mezi nejmensim a
nejvétsim prvkem matice A. Véta o silné dualité proto dava t* = u*. Priméarni optimum je
maximinova strategie sloupcového hrace, dudlni optimum minimaxova strategie fadkového
hrace a spoleéna optimalni hodnota je v. Tim dualita linedrniho programovani zaroven
dokazuje vétu o minimaxu v kone¢ném maticovém pripadeé.

5 Kratky ilustracni priklad

Ukazme formulaci obou linedrnich programi na jednoduché hie se dvéma strategiemi a
symetrickou vyplatni matici.
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Priklad 10.13: Hra se dvéma protikladnymi strategiemi

Uvazujme maticovou hru se dvéma radky a dvéma sloupci a vyplatni matici

A= <_11 —11).

Hodnota a;; je zde vyplata sloupcového hréce, tj. kladné ¢islo znamena zisk sloup-
cového hréace, zaporné cislo zisk radkového hrace.

LP pro sloupcového hrace. Oznaéme x = (11, 7,)" smiSenou strategii sloupco-
vého hrace. Podle (LP¢) ma Tesit ulohu

maximalizuj v

pri podminkdch v < (1,—1)x = x1 — w9,
v < (=1,1)x = —z1 + w9,
T1+ T = 1,
T1,T9 Z 0.

1
1

LP pro fadkového hrade. Oznacme y = (y1,v)" strategii fadkového hrace.
Z (LPg) dostavame

minimalizuj u

1 —1\" 1
pri podminkéach (_1 1 ) y<u (1) ,

y1+y2 =1,
Y1, y2 = 0.

Po rozepsani prvniho omezeni dostaneme

minimalizuj u

pri podminkach y; — ys < u,
—v1 + Y2 < u,
hty2 =1,
Y1,y2 = 0.

V tomto konkrétnim ptikladu musi optimélni strategie vyrovnat obé protichtidné
linearni vyplaty. Proto oba hraci voli Cisté strategie se stejnou pravdépodobnosti:

=y =(31),

a hodnota hry je v = 0. V rovnovaze tedy zadny z hraci neméa vyhodu z hlediska
ocekavané vyplaty.

Pozor vsak na lakavou zkratku: samotnd symetrie matice rovnomérnou strategii
obecné nezarucuje. Napriklad symetricka vyplatni matice ((2) (1)) ma optimalni strate-
gie (1/3,2/3)T, nikoli (1/2,1/2)". Rozhodujici je tedy vyfeseni podminek max—min
a min—-max, nikoli pouha symetrie zapisu.






KAPITOLA 11

CELOCISELNE PROGRAMOVANT:
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Dva zakladni modelovaci
priklady . . ... ... ...
LP-relaxace, vétveni a Tezy:
obecné schéma . . . . . ..
Metoda vétvi a mezi

Gomoryho fezy . . . .. ..

V této zavérecné kapitole se vratime k celo-
¢iselnému a smisenému celoc¢iselnému pro-
gramovani (ILP/MILP), které jsme diive
struéné motivovali. Nejprve kratce zopaku-
jeme, co presné znamend pridat celociselné
podminky a jakou roli hraje LP-relaxace.
Kapitola je dale vénovana dvéma metodam
pouzivanym pii feSeni uloh celoc¢iselného
programovani: metodé vétvi a mezi (branch
and bound) a metodé Gomoryho fezi. Obé
metody stavi na LP-relaxaci, kazda vsak ji-
nym zpusobem.

Gs this feasible with you 9ugs?) ['d actually like

one that's whole.

FiRe

113



114 Celociselné programovani: vybrané metody reseni

1 Kratké zopakovani pojma ILP/MILP

V tvodni kapitole jsme zavedli celo¢iselny linedrni program (ILP) a smiSeny celo¢iselny
linedrni program (MILP) jako linedrni programy s dodateénymi celo¢iselnymi podminkami
na vybrané proménné. Zde pripomeneme jen nékolik klicovych pozorovani, kterd budou
dilezita v této kapitole:

o V ¢istém ILP pozadujeme celoc¢iselnost vsech rozhodovacich proménnych, tedy x €
Z" (Casto navic x > 0). V MILP je celociselnost predepsana jen pro indexy z ne-
prazdné mnoziny I C {1,...,n}. Ostatni proménné zustavaji realné.

o LP-relaxace vznikne vypusténim podminek x; € Z pro ¢ € [I. Vsechna linearni
omezeni véetné mezi proménnych zachovame. Existuji-li prislusné konecné optimalni
hodnoty, je u maximaliza¢ni ilohy optimum LP-relaxace hornim odhadem optima
ILP/MILP, u minimaliza¢ni tlohy dolnim odhadem.

o Pripustnd mnozina cistého ILP je tvorena celoc¢iselnymi body mnohosténu a je
obecné diskrétni a nekonvexni. Pripustnd mnozina MILP mtze obsahovat spojité
¢asti, protoze nékteré proménné jsou realné. Ani ona vsak obecné neni konvexni.
LP-relaxace je v obou ptipadech konvexni mnohostén.

Geometricky vybirame celoc¢iselné body v mnohosténu Ppp. Tento mnohostén je pri-
pustnou mnozinou LP-relaxace, kterou umime resit technikami z predchozich kapitol.

(0,0)g/ ot ® g/ o

Obrazek 11.1: Piipustnd mnozina LP-relaxace (Sedy konvexni mnohothelnik) a pii-
pustné body ¢istého ILP (¢erné celociselné body).

Zakladni strategie tedy bude stale stejnéd: nejprve si pomuzeme ,levnym® resenim LP-
relaxace a z néj ziskdme odhad na optimum. Potom budeme nechténé neceloc¢iselné c¢asti
bud odtezavat, nebo tlohu vétvit, dokud nenalezneme optimélni feseni splnujici predepsa-
nou celociselnost — anebo neprokazeme, ze zadné takové reSeni neexistuje.
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2 Dva zakladni modelovaci priklady

Celociselné proménné umoznuji popsat rozhodnuti typu ano—ne i nedélitelné pocty ob-
jekti. Nasledujici dva priklady zaroven ukazuji, ze kvalita LP-relaxace zavisi na strukture
konkrétniho modelu.

Piiklad 11.1: Uloha batohu s bindrnimi proménnymi

Méame n predmétia. Piedmét j mé zisk p; > 0 a hmotnost w; > 0. Batoh ma
kapacitu W > 0. Bindrni proménné x; udava, zda predmét vybereme. Model je

n
maximalizovat E 555,
=1

j=1
z; € {0, 1}, j=1,...,n.

LP-relaxace nahrazuje z; € {0,1} podminkami 0 < z; < 1. Dovoluje tedy vybirat
zlomkové casti predmeéti a jeji optimalni hodnota muze byt ostie vétsi nez hodnota
puvodni tlohy.

Priklad 11.2: Prirazeni pracovnika k dkolim

Méame m pracovnikii, m tkold a naklad ¢;; pfifazeni pracovnika 7 k tkolu j. Pro-
ménnd x;; je rovna jedné pravé tehdy, kdyz pracovnik ¢ vykonava tkol j. Dostdvame

model .

m
minimalizovat E g CijLij,

i=1 j=1

m
pf‘l E xij:]-, 7::1,...7m,
j=1

ixij:L i=1,....m,
=1

Tij S {O, 1}
Na rozdil od obecného ILP jsou vsechny vrcholy LP-relaxace tohoto modelu per-
mutacni matice. Ma-li tedy tloha pripustné reseni, existuje celoc¢iselné optimum uz
mezi optimalnimi feSenimi LP-relaxace. Tento vysledek, znamy jako Birkhoffova—

von Neumannova véta, je zvlastni vlastnosti pritazovacitho mnohosténu, nikoli obec-
nym pravidlem celo¢iselného programovani (Schrijver, 1986).

3 LP-relaxace, vétveni a rezy: obecné schéma

Vétsina znamych metod pro obecné ILP/MILP stoji na dvou krocich:
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1. Uvolnéni problému: podminky celoc¢iselnosti docasné vypustime a vytesime LP-
relaxaci, kterda poskytne odhad na optimum.

2. Zpresnéni: pokud optimalni feseni relaxace nesplnuje predepsanou celo¢iselnost,
tlohu zptisnime — bud lokdlné (vétvenim), nebo globdlné (platnym Fezem).

Obecné schéma metody pro ILP/MILP

Meéjme maximalizacni tlohu
max{c'x | x € X}, X;:={x€ P|z; €Z pro vsechna i € I},

kde P C R" je mnohostén a I je mnozina indexii celoc¢iselnych proménnych. Pro
¢isté ILP je I = {1,...,n}. Metoda typicky udrzuje:

o relazovany mnohostén P ktery obsahuje vSechna TeSeni z X spliiujici vét-
vici omezeni prislusného podproblému,

« nejlepsi dosud nalezené FeSeni spliujici predepsanou celoéiselnost, xPest

informaci, ze zatim zadné nezname.

, nebo

V k-tém kroku:
1. fedi LP nad P®) a ziské optimum x*) a horni odhad 2%,
2. podle typu metody:

e bud rozdéli problém na podproblémy s doplnénymi celoc¢iselnymi omeze-
nimi (vétveni),

« nebo piida do P*) nové nerovnosti (fezy), které odifznou x*), ale zacho-
vaji vSechna Teseni z Xj.

Pokud je horni LP-odhad pro danou vétev nejvyse roven hodnoté nejlepsiho zna-
mého TeSeni, lze vétev bezpecné uzavrtit. Jestlize zadna oteviena vétev nezbyde, je
nejlepsi nalezené teseni globalné optimélni. Pokud v této situaci zadné Teseni nale-
zeno nebylo, je puvodni tloha nepripustna.

V nasledujicich dvou sekcich uvidime obé moznosti v akci. Metoda vétvi a mezi rozdéli
ulohu na podproblémy ve stromové strukture. Gomoryho fezy naopak ponechaji jednu
globalni relaxaci a jeji nevhodné ¢asti budou postupné ,,odirezavat®.

4 Metoda vétvi a mezi

4.1 Zakladni myslenka

Na prvni pohled by se nabizelo vSechny kombinace celociselnych hodnot prosté vyzkou-
set. Takovy hruby ptistup by vsak velmi rychle explodoval (pro binarni vektor délky n je
moznosti 2"). Metoda vétvi a mezi (branch and bound) nahrazuje naivni Gplny prichod
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chytfejsim stromovym prohledavanim. Horni odhady z LP-relaxaci nam dovoli fadu pod-
stromt viibec neprozkoumat. Klasickou obecnou formulaci metody podaly Land and Doig
(1960).

Kazdy uzel stromu odpovida ILP/MILP tloze s dodate¢nymi omezenimi (typicky x; <
k nebo z; > k41 pro j € I). Po vyfeSeni LP-relaxace uzlu nastane jedna z nasledujicich
situaci (pripad neomezené relaxace probereme zvIast nize):

a) LP-relaxace je nepfipustnd = dany uzel ani jeho podstrom nemiize obsahovat reseni
splnujici predepsanou celociselnost.

b) Optimalni hodnota LP-relaxace neni leps$i nez hodnota nejlepsitho zndmého feseni
splnujiciho celoc¢iselnost = uzel uzavieme.

¢) Optimalni feseni LP spliuje x; € Z pro vSechna i € I = je optimélni i pro podpro-
blém ILP/MILP a ptipadné aktualizujeme nejlepsi zndmé resSen.

d) Néktera proménnd z;, j € I, je v optimu LP necelo¢iselnd = vytvofime dva po-

tomky pomoci vétvicich omezeni.

4.2 Schematicky algoritmus

Pro jednoduchost uvazujme maximalizac¢ni llohu. Necht 2y, je hodnota nejlepsiho dosud
nalezeného teseni spliujiciho predepsanou celociselnost (pocatecné —oo).

Metoda vétvi a mezi — zakladni schéma

1. Zaloz korenovy uzel s puvodni ILP/MILP tlohou (bez dodate¢nych vétvicich
omezeni).

2. Dokud existuji nevytesené uzly:

i) Vyber uzel (pomoci néjakého pravidla) a spocitej LP-relaxaci.

ii) Je-li relaxace LP nepripustna, uzel uzavieme.

iii) Je-li zLp < Zpest, Uzel uzavieme (nemuze obsahovat lepsi fesent).

iv) Spliuje-li LP optimum podminky z; € Z pro vSechna ¢ € I, pripadné

aktualizujeme nejlepsi feSeni a uzel uzavieme.

v) Jinak zvolime nékterou necelociselnou proménnou z; s j € I a vytvorime
dva potomky s doplnénymi omezenimi

xy < 3], x> [3]
kde Z; je hodnota proménné z; v optimu LP-relaxace. Uzly zafadime k
dalsimu zpracovani.
best

3. Jakmile nejsou k dispozici dalsi uzly, je x"*** globdlné optimalni. Pokud jsme
zadné teSeni splnujici celociselnost nenasli, je tloha neptipustna.
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Poznamka 11.3: Vybér uzlu a proménné

V praxi existuje celd fada heuristik, jak vybirat uzel (hledani do hloubky, do sitky,
best-bound atd.) i vétvici proménnou. Volba téchto pravidel muze dramaticky ovliv-
nit velikost prohledavaného stromu, presto vsak neméni korektnost metody: vsechny
uzly se bud navstivi, nebo se jejich podstrom spravné orizne pomoci odhadi z LP.

Poznamka 11.4: Kone¢nost a neomezené relaxace

Uvedené schéma predpoklada, ze resené LP-relaxace maji konecné optimum. Neo-
mezena relaxace neposkytuje koneény odhad a vyzaduje samostatnou analyzu pri-
pustnosti celo¢iselného podproblému a neomezeného sméru. Konecnost stromu je
bezprostredné zarucena napriklad tehdy, kdyz maji vSechny celoc¢iselné proménné
kone¢né dolni a horni meze. Bez takovych predpokladii je popsané schéma korekt-
nim principem, nikoli samo o sobé diikazem konecného ukonceni kazdé mozné im-
plementace.

4.3 Jednoduchy ilustrativni priklad

Priklad 11.5: Metoda vétvi a mezi ve dvou proménnych

Uvazujme tlohu
max 3x; + 229

pri 4z + 225 <9,
2:[,‘1 + 41’2 S 9,

T1,T9 < ZZO'

LP-relaxace (s z1, 9 > 0 redlnymi) ma optimum v pruseciku
4x1 -+ 25[}2 = 9, 211]1 S 4]72 = 9,

tedy v bodé

N

(iilvi’Q) = <g7 2

), up=3-2+2.3=L=75
Tento bod neni celociselny, proto vétvime naptiklad podle xy:

1’1S1 a I122

Pti volbé uzli naptriklad strategii best-bound dostaneme nasledujici pribéh:

e V uzlu z; > 2 vyjde LP optimum (2, %) s odhadem zpp = 7, vétvime tedy
podle 23 na xs < 0axg > 1. Uzel 25 > 1 je neptipustny (protoze z 4z 42z <
9ax > 2plyne 2o < %) V uzlu z; < 0 dostaneme LP optimum (,0) s

odhadem z1p = %7 = 6,75 a vétvime podle x1. Z vétve x; < 2 dostaneme

celociselné feSeni (2,0) s hodnotou zpey = 6. Sourozeneckd vétev x; > 3 je

nepripustnd, protoze pti x5 > 0 by platilo 4x; + 225 > 12 > 0.
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e V uzlu z; <1 vyjde LP optimum (1, ;1) s odhadem zrp = % = 6,5, a tedy

jesté nelze uzel odfiznout (protoze 6,5 > 6). Vétvime podle xs na z5 < 1
a ry > 2. Uzel x5 < 1 d& celodiselné optimum (1,1) s hodnotou 5 (dosud
nejlepsi feseni nezlepsi), a uzel 3 > 2 ma horni odhad z p = % =55 <6,

takze jej odtizneme podle odhadu.

Koren
£=(3.3)
zp =175
x1 <1 x1 =2
£=(1,7) £=(2,3)
zp = 6,5 e =7
x <1 xp =2 x <0
&= (1,1 &= (1.2) %= (2,0) x>
z=5 zp = 5.5 zLp = 6,75
uzavieno odﬁanV\lﬁ nepiipustné
xp <2
%= (2,0) x1 23
z=26
uzavieno nepiipustné

Obrazek 11.2: Strom metody vétvi a mezi pro tlohu z Ptikladu 11.5. U kazdého
fesené¢ho uzlu je uvedeno optimum jeho LP-relaxace a horni odhad zpp. Listy jsou
uzavieny celoc¢iselnym reSenim, nepripustnosti nebo porovnanim odhadu s dosud
nejlepsim resenim.

Vysledkem je globalni optimum

2*=6 vbodé (z1,72)=(2,0).

5 Gomoryho rezy

5.1 Zakladni myslenka

V metodach vyuzivajicich rovin jako fezu (v literatute cutting-plane methods) pracujeme s
jedinou , globalni“ LP-relaxaci, kterou postupné zprisnujeme pridavanim dalsich omezeni.
Misto rozvétveného stromu tedy sledujeme jeden mnohostén, z néhoz postupné odkraju-
jeme casti bez celociselnych feseni. Zacindme z relaxace puvodni celociselné tlohy a v
kazdém kroku hledame nerovnost, ktera

o je platnd pro vsechna celociselnd reseni (tj. nevyrazuje zadny bod z P NZ"),

o ale je porusena optimalnim feSenim aktualni LP-relaxace.
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Takovéa nerovnost se nazyva rez (cut), protoze ,,odrizne* aktudlni optimum, ale zachova
vsechny celoc¢iselné pripustné body. Po pridani fezu tlohu znovu resime jako relaxovanou
tlohu LP (napfiiklad simplexovou metodou) a proces opakujeme, dokud nedostaneme
celoCiselné optimum. V praxi se muze stat, ze pridavani ez zacne byt numericky pro-
blematické (degenerace, Spatnd podminénost, kumulace omezeni apod.), proto moderni
resic¢e fezy obvykle kombinuji s jiz zminénym vétvenim.

Existuje mnoho typtu fezi (Chvatal-Gomory, pokryvaci fezy, subtour-eliminacéni fezy
pro TSP, ..). Zde se omezime na klasické Gomoryho frakéni rezy pro ¢isté ILP (Gomory,
1958). Pro MILP se pouzivaji jejich zobecnéni, zejména Gomoryho smiSené celociselné
rezy (GMI). Jejich odvozeni je nad ramec tohoto textu.

5.2 Gomoryho rez

Uvazujme celociselny program s racionalnimi daty v rovnicovém tvaru

max c¢'x
pri Ax =D,
x>0, xeZ"

kde A € Q™*"™ ma hodnost m a b € Q™, ¢ € Q™. V tomto zapisu jsou celociselné vsechny
proménné, nejen puvodni rozhodovaci proménné. Vznikl-li rovnicovy tvar z nerovnosti
s celo¢iselnymi koeficienty a pravymi stranami pridanim doplikovych proménnych, jsou
i tyto doplikové proménné celoc¢iselné v kazdém celociselném teSeni. Pokud by nékterd
proménnd v fadku byla spojita, nasledujici frakéni fez by obecné nebyl platny.

Poznamka 11.6: Racionalita dat

Konstrukce Gomoryho Tezii je zalozena na rozkladu ¢isel na celou a zlomkovou
cast. Formalné proto predpokladame, ze data tlohy jsou racionalni, coz zarucuje
racionalitu vsech koeficienti simplexové tabulky.

Po vyteseni LP-relaxace mame simplexovou tabulku odpovidajici optimalnimu feseni
ve tvaru
_ _ T
XB_p+QXNa Z_ZO—I_rXNa

tj. po slozkach (pro B={j1 < - <jmta N={lO < - <lp_m})

n—m
T, =Dpi + E Qik Ty, -
k=1

Bazické pripustné feseni odpovidajici této tabulce je dano volbou xy = 0, tedy xp = p.
Predpoklddejme, ze pro néktery radek i je p; ¢ Z. Oznacme zlomkovou ¢ast ¢isla ¢ jako
{t} =t—|t] €0,1). Polozme

fi = {pl} € (07 1)7 fik = {_Qik} € [07 1)

Potom plati, Ze nerovnost

n—m

Z Jic o, = fi

k=1
je platna pro vsechna celoéiselnd feseni a soucasné frakéni bazické optimum ji porusuje
(protoZe v ném je x = 0, takze leva strana je 0 < f;). Pravé touto nerovnosti definujeme
Gomoryho ez, jak je shrnuto v nasledujici definici.
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Definice 11.7: Gomoryho frakc¢ni rez

Necht v optimalni simplexové tabulce LP-relaxace ¢istého ILP existuje baze B =
{j1,--.,Jm} a mnozina nebazickych indexu N = {¢1,...,¢,_,,}. Predpokladejme,
ze tadek s indexem ¢ ma tvar

Tj; = pi + Z Qik Toy, pi ¢ L.
k=1

Vsechny proménné v tomto radku museji byt v uvazovaném rovnicovém modelu
celo¢iselné. To zahrnuje i zavedené dopliikové proménné. Ozna¢me f; = {p;} a
fit = {—qix}. Potom nerovnost

3

fikxe, > fi
k=1

nazyvame Gomoryho rez.

Poznamka 11.8: Pro¢ Gomoryho rez plati a proc¢ je porusen

Uvazujme zvoleny fadek simplexové tabulky
n—m
Tj; = pi + Z Qik Ty, pi ¢ Z,
k=1

a predpokladejme, ze pracujeme s ILP, takze v libovolném celociselném teseni jsou
xj, € Z a zaroven i vsechny nebézické proménné x,, € Z. Pripomenme, Ze stale
musi platit i x > 0.

Zavedme pomocné koeficienty a;z = —q;, takze tadek prepiseme do tvaru

n—m
Tj, = DPi — E Ak Ty, -
k=1
Rozlozme nyni pravou stranu na celou a zlomkovou ¢éast:

pi = |pi] + fi, aik = |air] + firs

kde f; = {pi} € (0,1) a fir = {awx} = {—qu} € [0,1). Po dosazeni dostaneme

Lj; = <Lsz - nz?:nLaik;J $e,€> s <fi = nzjlfik $4k>.

k=1

(& J/

~
EZL

V celociselném feseni je leva strana z; € Z a prvni zavorka je také celociselnd,
proto i druha zavorka musi byt celé ¢islo. Zaroven ale plati

i — Z firze, < fi <1,
k=1
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tedy tato hodnota nemtze byt kladné celé ¢islo. Musi proto byt < 0, a dostavame

3

—m

fik e, = fi.
k=1

To ukazuje, ze nerovnost (Gomoryho tez) je platnd pro vSechna celociselna feseni.
Naopak, pro soucasné bazické feseni odpovidajici tabulce plati x5 = 0, tedy z,, = 0
pro vSechna k a leva strana fezu je rovna 0. Protoze f; € (0,1), vyjde 0 < f; a fez
je v tomto bazickém optimu porusen.

Poznamka 11.9: Rezy vs. vétve
Gomoryho fezy a metodu vétvi a mezi lze chépat jako dvé komplementarni strategie:

o metoda vétvi a mezi déli prostor feseni na mnoho podproblému (vétvi), které
se protezavaji pomoci LP-odhadii,

o Tezové metody ponechavaji jediny globalni mnohostén a zpresnuji jej pridava-
nim platnych nerovnosti.

Moderni tesice obvykle kombinuji obé myslenky: nejprve pomoci Tezli vyrazné
zpresni korenovou relaxaci a poté v takto posilené relaxaci spousti metodu vétvi a
mezi. Tato kombinace se nazyva branch-and-cut.

5.3 Schematicky algoritmus

Opét pro jednoduchost uvazujme maximalizacni ¢isté ILP v rovnicovém tvaru a predpo-
kladejme, ze kazdé teSend LP-relaxace je bud nepfipustné, nebo ma konecné optimum.
Metoda feztit udrzuje posloupnost relaxaci P*) tak, aby vzdy platilo

PR > pnzr,

tj. zadny Tez nikdy nevytadi celociselné reseni.

Gomoryho rezova metoda — zakladni schéma

1. Poloz k < 0 a P® « Pip (pocitecni LP-relaxace).
2. Opakuj:

i) Vyfes LP nad P* simplexovou metodou. Je-li LP nepiipustné, pak (pro-
toze vSechny pfidané Tezy jsou platné) neexistuje ani celo¢iselné feseni.
Konec.

ii) Jinak vezmi simplexovou tabulku odpovidajici optiméalnimu feSeni ve
tvaru
-
xp =P + Qxy, Z =2+ XN.

V bézickém pripustném teSeni odpovidajicim tabulce je xy = 0, tedy
xp = p. Je-li p € Z™, mame celociselné optimum. Konec.
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iii) Jinak vyber tddek i s necelo¢iselnym p; a sestroj Gomoryho fez (viz
Definice 11.7) z tohoto radku.

iv) Vynésob fez spoletnym jmenovatelem tak, aby mél celociselné koefici-
enty a pravou stranu. Pridej jej do relaxace. Pripadna nova doplnkova
proménna je celo¢iselnd. Poloz P*+Y) « P®) N Inovy fez}, k «+ k+1a
pokracuj.

Poznamka 11.10: Ukonceni rezové metody

Popsany postup vystihuje hlavni myslenku, ale véta ,vzdy vyber libovolny frakéni
radek® jesté sama o sobé nezarucuje konecéné ukonceni. Klasické konecné varianty
Gomoryho metody predpokladaji ¢isté ILP s racionalnimi daty, presnou aritmetiku,
predepsanou volbu frakéniho radku a lexikografickou dualni simplexovou metodu
pro obnoveni pripustnosti. Za téchto podminek metoda po konec¢né mnoha iteracich
nalezne celociselné optimum, nebo prokaze nepripustnost (Gomory, 1958, Schrijver,
1986, Gade and Kiigiikkyavuz, 2013). Technické provedeni tohoto diukazu uz presa-
huje ramec naseho vykladu. V numerické aritmetice navic mohou vznikat potize
se zaokrouhlovanim a témér celociselnymi hodnotami. Praktické fesi¢e proto fezy
obvykle kombinuji s vétvenim. Podrobny moderni vyklad uvadéji Conforti et al.
(2014).

5.4 Ilustrativni priklad Gomoryho rezi

Priklad 11.11: Dvé iterace Gomoryho rezu
Uvazujme cisty celociselny linearni program

max =z =]+ Za,
pri 2z, + 1y < 4,
T+ QZL'Q S 4,

T1,T2 S Zzo.
Po zavedeni doplikovych proménnych s;, s > 0 dostaneme rovnicovy tvar
21’1—|—ZE2—|—81:4, l'1+21'2—|—82:4.

Protoze koeficienty i pravé strany jsou celoéiselné, jsou pro kazdé celociselné (xy, z5)
celociselné také s; a s9. Lize je tedy pri odvozeni Gomoryho frakéniho fezu povazovat
za celociselné proménné.

LP-relaxace. Reseni LP-relaxace méa optimum v priseciku obou omezent,
SoA Y (4 4 _ 8
(Z1,%2) = (57 g) ) ZLP = 3,

které neni celociselné.
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Jedna optimélni simplexova tabulka (s bazi B = {x1, 22} a nebdzi N = {s1,s2})
ma tvar

4 2 1

Ir = 3 581 + 5827
4 1 2

Ty = 3 I §81 — 382,
-8 _ 1, _ 1

< 3 381 382.

Bazické pripustné reseni odpovida volbé s; = so = 0.

Prvni Gomoryho rez. Zvolime radek pro proménnou xq, kde
]91:%7 flz{pl}:%-
Koeficienty u nebézickych proménnych jsou
1,51 = —§> ql,s5 = %,

tedy

Wi

—q1,5 ) —q1,s, = — 3

proto

Wi

f1781 = {_q1781} = %a f1,82 = {_q1,82} = _% - (_1) =

Gomoryho fez ma pak tvar
S1 + %SQ >

wWIirNo
W=

neboli po vynasobeni tremi
251 4+ 289 > 1.

Po dosazeni s; =4 — 221 — x5 a S = 4 — 11 — 229 dostavame ekvivalentni omezeni

2[L‘1 + 2£L'2 S 5.

Druha iterace. Po pridani fezu a opétovném vyteseni LP-relaxace vyjde nové
optimum
(Il,xg) S (17 %), ZLp — g

Jedna odpovidajici optimalni simplexova tabulka (napfiklad s bazi B = {x1, z2, s1}
a nebazi N = {sq, s3}, kde celoc¢iselnd dopliikova proménna sz spliuje 2x; + 2xs +
s3 = 5) ma tvar

x1 =1+ 89 — s3,

$2:%—SQ+583,

51:%—524—%83,

=

7 radku pro proménnou zs mame

N | —=

42,55 = _17 42,53 =

tedy
Jrs = {_Q2,32} =0, fo,s3 = {_Q2,83} = %

Gomoryho fez ma tvar

s3> 35, tj. s3> 1

N
N
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(@)

Protoze s3 =5 — 2x1 — 225, dostavame nové omezeni

Ty + 29 < 2.

Po pridani tohoto fezu je optimalni mnozinou LP-relaxace celd tsecka
2 _ _
{(z1,72) € RSy | 21 + x5 = 2}, zp = 2.

Celociselna optimalni feSeni jsou (2,0), (1,1) a (0,2). Simplexovd metoda miuze
jako optimélni bazické pripustné feseni vratit napriklad (2,0) nebo (0,2). Takové
reseni je celoc¢iselné, a Gomoryho metoda proto konci s optimalni hodnotou z* = 2.
Existence necelo¢iselnych optimalnich bodt uvnitt tisecky tomu nevadi: postacuje
nalézt jedno celociselné optimum.
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